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Hochverehrtester Herr Professor! 



Ai s Sie mir vor fast drei Jahren als Geschenk des Herrn Ver* 
fassers die erste Abtheilung des Werkes übersandten, das ich in 
dentschem Gewände Ihnen darznbring'en mir erlaube, sprachen Sie 

in der begleitenden Zusclji'ift gingen inieh den Wnnsch einer Ueber- 
setziuig aus, den ich hierdurch verwirklicht habe, llir liath kam 
meiner Ncig«n<^ entL:ep;cn. der Herr Verfasser gab mit liebenj?- 
vürdiger Bereitwilligkeit seine Einwilligung zur Uebersetsuug 
nnd verschaffte mir auch die Zustimmung der Acoademia dslls 
SciBNZB DELL IsTiTUTo DI BoLOGKA ZU dicscm Unternehmen, in 
deren Mmorü (II» Serie, T. 6», p. 91—136; T. 7», p. 19—78) 
das itali&nische Original zunächst erschienen ist. Der Titel des> 
selben lautet in der Separatausgabe »PBELIMINAßl DI UNA 
TEORIA GEOMETRICA DELLE SUPERFICIE. DI LÜIGI 
CREMONA Professore presse il "R. Istitiito Teenico Superiore 
di Milauü. Si vonde presso il Tipografo Francksco ZANr.m 
Milano, via del Senate, 26.« Dasselbe bildet die Fortsetzung zu 
dem früher erschienenen Weike desselben Verfassers »INTE.O- 
DTJZIUNE AD UNA TEOEIA GEOMETRICA DELLE CURVE 
PIANE. PEL Dr. LUIGI CREMONA, ftofw*ot^ n>.,.u'it;* 
SupMiot« vutteu a Oi»i«eMU«. dl i&«fo)iM. BOLOGKA, TIPl GAM- 
BERINI E PARMEGGIANI. 1662.« Jener gelehrten Körper- 
schaft und dem Herrn Verfasser erlaube ich mir bei dieser Ge> 
legenheit für ihi% gütige Erlaubniss meinen aufrichtigen Dank 
auszusprechen. 

Mein verehrter rreimd; Herr Professor Cükmdna, t;iiig 
aber noch weiter. Er hat dem Original eine grössere ZaiU band-^ 
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schriftlicher Zoaätse heigeAigt, die im Vereine mit dem dritten 
Theile, der ebenfalls im Originale nicht vorhanden ist, der lieber- 
setznng in Bezng auf Vollständigkeit der Untersuchungen wohl 
einigen Vorzug vor jenem geben , wenn es auch nnmoglioh sein 

dürfte, in der Uebertraguug den gläuzendeu, gefälligen Stil des 
Originals 7a\ erreichen. 

Das letzte Capitel des zweiten Theiies und der ganze dritte 
Theil sind die Uebersetzung der Capitel TV— XI der grossen Ab- 
handlung des Herrn Verfassers über die Flächen dritter Ordnung, 
welcher 1866 die Hälfte des Steinerschen Preises durch die Ber- 
liner Akademie zuerkannt wurde >), und die in den ersten beiden 
Heften des 68. Bandes des »Journals filr die reine und ange- 
toandte Mdthematikt unter dem Titel erschienen ist: X^moiro de 
Geometrie pure sur les surfaoes du troisi^me ordre. (Par L. Gre- 
MOKA ü Milan).« Die ersten drei Capitel dieser Abhandlung kann 
man als einen kurzen, nur das fiir die cnbischen Flächen Nötlilge 
ausammenfaiSfeTidcn Auszug au-^ dein Italiiinisclien Werke ansehen. 

Dass mir vergönnt war, diese wichtige AbhaudLung meiner 
Uebersetzung einverleiben zn dürfen, verdanke ich zunächst dem 
Herrn Verfasser, der mir die Erlaubniss zu dieser Arbeit von dem 
Herausgeber des CrelU-Borokardiaehen Joumab Herrn Professor 
BoncHASDT und dem Verleger desselben, Herrn Buchhändler 
BmiiBB in Berlin erwirkte. Beide Herren haben dazu ihre freund- 



1) Die sndeiraHSlfte wurde Henn Dr. Sin>oi>F Stobx nunkennt, dessen Werk« 

Ii5cl)8t instructiv xxr.i reich an Rcsullafon, tititcr dem Titel vcröffentliAt üt; Sfn- 
iftitfiht üiUtrmchm$m über flächen driit&r Ordnung, Leipzig 1867. 
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liehe Einwilligung bereitwilligst ertbeilt, woflOr ich ihnen hierdurch 
meinen Terbindlicbsten Dank aussusprechen nicht nnterlaesen kann. 
Um Ihnen einen schnellen Ueberblick über den üinfang der 

Zusätze zu ^^eben, durch welche die deutsche Ausgabe p:egen das 
italiiinischo Original erweitert ist, erlaube ioh nur hier eine Geg-eu- 
iUiei j^tellung der Kummern oder Paragraphen des Originala und 
der Uebersetzung foigen zu lassen« 

Okigikal: Uebershtzl'ng: 
No. 1~44 = No. 1—44 

m, 45-47 (Neu). 

No. 45—57 =s No. 48-60. 

No. 61 >)— 76 « No. 61—76. 

No. 77-82 (Neu). 

No. 77—90 No. 83-96. 

No. 97—112 (Neu). 

Nü. 91—95 = No. 113—117. 

. . , No. 118—119 (Neu). 

No. 96—116 = No. 120-140 

No. 141 (Neu). 

No. 117 = . No. 142. 

No. 143 (Neu). 

No. 118—131 = No. 144^157. 

No. 158-289 (Neu), 

Herr Professor Cbeuona hat die weitere Freundlichkeit gehabt, 
auf meine Bitte die Trobeabzüge einer genauen Oorrectur an unter» 

i) Dia Hmnamm 5S-^60 febtoa im Original«, 
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ziehen, damit daflnroh etwaige Missverständnisse meinerseits ver- 
mieden würden. Wclclier Dienst der Uebersetzung dadurch ge- 
leistet ist, kann nur ich hiaieicheud würdigen. 

Was die Uebersetzung selbst anbetriflft, so habe ich mich 
streng an das Original gehalten, ich habe nur mit BUügung des 
Herrn Verfassers die Bezeichnung durch das ganze Werk in der 
Art einheitlich gemacht, dass ich Pnncte durch kleine deutsche 
Bncbstaben, Curven darch dergleichen latemische, FlSchen durch 
grosse lateinische Buchstaben bezeichnete. Zahlenwerthe, abo 
auch die Zahlen fßr die Singnlaritäten der Cnrven und FlSchen^ 
eind durch griecliiseho Typen gegeben, Abkürzungs^ymbole, wie 
Summenzeichen n. dgl., durch grosse deutsche Buchstaben. 

Da in der Abhandlung über die Fläclien dritter Ordnung 
die Litteratnmachweisungen nur spärlich unter dem Texte gegeben, 
dagegen die benutzten Schriften in der Einleitung zusammenge- 
gestellt sind, so glaube ich im Sinne des Herrn Verfassers zu 
handeln, wenn ich diesen Quellennachweis Ihnen hier ebenfalls 
Torl^. 

Ausser der Abhandlung STEnreits, die den Gegenstand der 
Preisfrage bildete (Ueher die Flädkm dritten Grades^ 1856) und 

den Werken nnd I\renioirs allgenuMncn Inhalts von Ciiaslks, 
Hkssk, Joxgi'iKRKS und Anderen, sind speciell folgende Abband- 
lungen über die Theorie der cubi.scheu i'iächen benutzt worden: 
August, Disqutsitumea de superßciebua teriii ordinis (Disser' 
tatio inaugnralis, Berolini 1802); 
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B&ioscBi, Intoriio ad oleum proprietä delU svperßcie del ierzo 
ordme (Annali di scienzc matematiche e fisiche, Koma 1855); 

Caylby, On the tn'ple tangent planes of swrfaces of the third 
or^^er (Cambridge and Dublin mathematical Journal, T. 4 1849); 

Clebsoh, Zur Theorie der algebrcdsehen Fläzen (Grelles Jour- 
nal, Bd. 58, 1860); 

Clebsch, Ueber eine T^ansformatwn der homogenen Iktnotionen 
dritter Ordnung mit vier Veränderlichen (Ebendaselbst); 

Ci/EBseu, lieber die Knotenpunkte der Ilefif^fi^chen Fläche, ins- 
besondere heiOherßächen di-iUer Urdmuuj ( (Jrell. .i < uu ii., 59, 1861) : 

Cr.EBSCH, Zur Thmrie der algebraischen Flächen (Ureilcs Jour- 
nal, Bd. 63, 1863); 

Oeässmamh, XHe stereometrtschen Gleichungen dritten Grades 
und die dadurch erzeugten Oherßäehen (Grelles Journal, Bd. 49, 
1854); 

Hesse, Veber die Doppeltangenten der Curven vierter Ordnung 
(Grelles Jonmal, Bd. 49, 18Ö4); 

SAI.HOH, On the tr^le tangent planes to a surface of the third 
Order (Cambridge and Dublin mathematical Journal. T. 4, 1849); 

Salmon, On qnaternary aihics (Pliilosopliical Ti ausactio: i3, 1 860) ; 
Salhoi«, AnaLytic geometry of tJtree dinmmons (2^ cd. Dublin 
1865); 

ScHiAPARELLi, SuUa irasformazwue geometrtea delle figwe 
ed in particolare suUa trasformaxione iperboliaa (Memorie delT 
Accademia di Torino, 1862); 

SchlXfli, An attempt to determine the twentg'Seven Unes upw 



« surface of the third wder etc (Quarterly Journal of Mathe- 
meticB, T. 2, 1858); 

SoHLÄFLi, On the distnlution of aurfaces of the third order 
mto »peeiea eto. (Pbiloaophical TransacUons, 1863); 

Schröter, Nuchwets der 27 Geraden auf der allgemeinen Ober- 
ßäehe dritter Ordnung (Grelles Journal, Bd. 62, 1863); 

Stlvbstxr, On eUminattonf (ranaformation and eanonieal forme 
(Cambridge and Dublin math. Journal, T. 6. 1851). 

Damit übergebe ich denn Ihnen nnd dem Publicum auch 
diese« troffliclic Werk meines verehrten Freundes in deutscher 
IJebertragung und wünsche nur, dass es aucli in dieser neuen Ge- 
stalt bei Ihnen und anderwärts eine gleich wohlwollende Aufnahme 
finden möge, wie sie meiner Uebersetzung der Iniroduztone ad 
una teoria geometrica delle curve piane zu Tbeil geworden ist 

Tborn den 1. September 1869. 

M. GuRTZB. 



VORREDE DES VERFASSERS. 



^IHsi atile est, quod tacimus, stoltft est gloria.' 

PaABDM FttMa», HL 17. 



Die wohlwollende Aufnahme, die meine Introduet<me ad tma 
teorta geomätrica deUe curv« piane bei dieser Akademie und den 
Geometriebeflissenen gefunden, haben mich angespornt, dasselbe 
Unternehmen für die Geometrie des Baumes mit drei Dimensionen 
zu versuchen. Hier ist natürlich der Stoff um Vieles zuaamniien- 
gesetzter, und das Feld ohne Vergleich viel weiter; es ist mir 
daher Bedfirfniss, des Lesers Verzeihung für die Lücken und 
Versehen mir zu erbitten, denen er nur zu hftnfig, nicht mir 
bei Unbedeutendem, sondern auch bei schwer Wiegendem be- 
gegnen wird. 

Der Hauptzweck dieser Arbeit besteht darin, mit synthetischer 
Methode die wichtigsten Sätze der hdhern Geometrie zu beweisen, 
die der Theorie der Oberflächen beliebiger Ordnung angehören, 
und die man in den Werken und Abhandlungen von Salhok, 
Chasuis, Steoter, CifEBScn, . . . . analytisch bewiesen, oder wenig* 



') Memorie delP Accadcmia äi Bologna, T. IL'. (Prima Serie) 
1862. FortsetKang dor Jntrodusione bilden einige kurze Abhandiungeiii die in deo 
Aimali^Maiemaiieih welobe ProfeBsor Tobtoliki in Bm herausgegeben, Teröffeat^ 
liebt nindf nänilich: xSuUa ieoria delle coniche (T. 5» p. 330) | Scpra alewM que- 
iffioni vcUn ieoria Jellf furre piarif (T. fi, p. 153); Sulla lenria Mfe mnteJie 
(I. 6.1 p. 179). Yon der Inlroduzione und diesen ZutätMiH ist von dem lieber« 
Mteer vorllegendeii Werkes gleicbfaHs eine dentsche Aasgsbe ersobienen (SinMtttng 
in eme gemdria^ Theorie der eJ>enen Otirven, Gceiflawald 1865)> 
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Vorrede det Verfamrt. 



stens ansgesprocheD findet'), und dieselben mit den Beauitaten 
meiner eigenen Untersnchnngen theiis zn verknüpfen, iheUs durch 
dieselben zu venroIlBtändigen. Um aber der Schrift eine geziemende 
Gestalt ztt geben, und nm auch JUnglingen den Zugang zu ihr 
möglich zu machen, musste ich mich ttberzeugen, dass es vortheil- 
baft v^m, den Kähmen zu erweitem, und in denselben einige ein- 
leitende Begriffe eintreten zn lassen, welche die Gelehrten ohne 
Zweifel für zu bekannt und zu elementar ansehen werden. Im 
Gegentheil hoffe ich, dass difgenigen, welche das Studium der 
descriptiven Geometrie anfangen^ ir\ ilmen diejetuocn Lehren finden 
werden, welche gegenwärtig das wirksamste Hilfsmittel darstellen, 
um in diese Wbsenschaft einzudringen. 



1) Außerdem benntate ich die Arbeltra Ton Movos, Ddpik, Pokoblbt, Jacobi, 
FbimcsBB, Heb«, Obabskaw, Kümmbr, Schlabpli, Stavbt, Jovqmtes«, La Gooa- 
vRRiE, BEiiurms, SomtSTu, Paivtih, Bisouor, BATTAarom, Sohvars, Fibi>i.bb, 
Ibsxx n. A. 
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CAPITEL L 

KEGEL, 

1. Kegd ist der Ort einer Geruden (Goneralrisßf Erzeugende), die sich 

um einpn fei'tpn Piir^ct oiler Scheitel D nach einem gegebnen Gesetze 
continuicrlich bewegt, mva Beispiel, indem sie stets eine gegebne Curve 
ficliaeidet. 

Ein Kegel heisst von der v-ten Ordnung ^ wenn eine beliebig dnrcb den 
Scheitel gelegte Ebene ihn in v (reellen, imaginatren, getrennten, zusammen* 
fallenden) Generatrizen schneidet. 

Ein Kegel v-ter Ordnung wird von einer beliebigen Geraden in v 
Puiicten getrofen, und eine willkürliche Ebene schneidet ihn in einer Oorve 
v-ter Ordnung. 

Ein Kegdl eister Orciuung ist eine Ebene. 

2. Triflft eine Gerade r einen Kegel in Kwei unendlich nahen Puncten 
m, m', so heisst sie Tangente des Kegels in m. Jede Ebene, welche durch 
r gelegt ist, schneidet den Kegel in einer Corve, die r in eben diesem 
Pnncte m berührt. Wenn r umgekehrt einen Schnitt des Kegels berührt, 

80 ist sie auch eiue Tangente des Kegels. 

Die Kbene, v-ilche durch » inid die Tn-n;:T,.nti; r gtjlegt ist. enthält 
uatürlldi zwei unendlich mh& Geueratrixen o in, o m', Abo liegen die Tau- 
genten des Kegels in den verschiedenen Puncten ein und derselben Genera- 
triz n m sämmtlich in ein und derselben Ebene. Diese Ebene heisst Tan- 
gentialebene des Kegels nnd die Gerade ont Berii^rmgegeneratrix, 

Ebenso wie zwei unmittelbar auf einander folgende Generatrizen n m, 
1» in' in der Ebene liegen, welche längs ü m berührt, schneiden sich zwei 
xtnmittelbar folgende Tangentialebenen, nämlich längs o m und v m', in der Kr- 
Kcugenden o m'. Man kann folglich den Kegel sowohl als Ori von Geraden 
(Ucueratrixei)) &1& auch ah EnvdopjiJti Ebtntn i^Tan^euiiaiebeuen) auffassen. 
Gkbhova, OberllKebea. 1 
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CUuse dnes Kegels ist die Zahl derjenigen Tüiigentialebenen dc\^^rn)on, 
die Avxoh einen beliebig im Räume angenommenen Punct hindurchgehen, 
oder auch durch eine Gerade, welche beliebig durch den Scheitel gelegt ist. 
Ein K«gel erster Ckäse ist eine Gerade, das heisst ein Büsdid mn Eb&am, 
die sammtlich durch dieselbe Gerade gehen. 

Schneidet man den Kogel duroh eine beliebige Ebene, so erhält man 
eine Gnrve oder einen Schnitt, dessen Fancte nnd Tangenten die Spuren 
der Erzeugenden nnd der Tangentialebenen des Kegels ^h 1. Diese Cnrve 
ist daher niclu nnr von derselben Ordnnng als der Kegel, sondern auch von 
der nämlichen Classe. 

S. Den ßingulÄi'itUteü der Curvc eiu.siiK-.ln n ebensoviele Singularitäten 
des Kegels nnd umgekehrt. Wir uennen diejenigen i^zengenden Döppel- 
(Knoten- oder coi\j«gierte), dreffaekey . . . , Stähtand^- oder Rudek^genera- 
inxerif welche den Doppelpuncten, den dr«fachen Functen, . . . , und den 
Spitzen des Schnittes entsprcclicn ; dagegen Dappeltcmgmtialebmien, dreifacke 
l'angeniiaJebeneii, . . . . , Wcntkchenen diejenigen Ebenen, welche durch o 
gehen, und deren Spuren die Doppeltangcnfen, dreifachen Tangenten, .... 
Wendetajigenten des Schnittes sind. Eine Do^pelgeneratiix ist die Durch- 
sohnittsgerade zweier Sdialeu der Fläche, die reell oder imaginär sein kSnnen. 
Werden diese beiden Schalen von «in nnd derselben Ebene beröhrt, so geht 
die Doppelgeneratrix in die BUckkehrgeneratrix über. Eine Doppeltangen- 
tialebene berührt den Kegel in zwei verschiedenen Generatrixen ; eine Wende- 
ebene berührt denselben in zwei unmittelbai' folgenden Generatrixen (Beu- 
gmg); u, s. w. 

Man l>«}2eichne durch : 

V die Ordnung und dnrch 

/c die Classe des Kegels j es sei femer 

() die Zahl der Doppelgeneratrixen, 

^ Ii K n Rfickkehrgeneratrixen, 

r ^ ^ „ Doppeltangentialebenen und 

e ,. Weii'lpebf^npn. 

Da ditvie nändichen Zalilen die analugen Sintjularitäten der ebenen 
Curveu au&drüdkcn, so greifen für sie die Formtshi vou p£.üi;KKa ') Platz: 

II = y{y-\) — 2<^ — 8x, 
V = ti(ii—\) — 2r — 3<, 
t = 3^1-— 2) - 6«J - 8*, 
X = a^l/*— 2) — 6t — 8«, 
von denen eine jede die Folge aus den drei übrigen ist 

4. Die Eigenschaften der Kegel nnd im Allgemeinen der Figuren, die 
aus Geraden und Ebenen zusammengesetzt sind, welche sämmtlich durch 
einen festen Punct, den Scheitel, gehen, lassen sich aus denen der ebenen 
Curven und der ans Functen und Gieraden zusammengesetzten Figuren, welche 



*) CamoHA, SifiMiung in eine gemetritehe Theorie der Letten Curven, 
Nr. 99 u. 100. 
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in eioer festen Ebene gezeiclinet sind, herleiten entweder mittelst der Lehre 
von den Projectionen oder der Perspective, oder vermittelst des Princips der 
Dnsilität. In letzterm Falle cntspret) i n Puncten und den Geraden der 
ebenen Fignr bezüglich die Ebenen und die Geraden der conischen Figur. 

Wir fügon hier (hn Ausspruch einiger Lehrsätze hinzu, die aus der 
Theorie der ebenen Cuiven herjreleitet sind. In ihnen hat mtm sich vorzu- 
stellen, dass alle Geraden «nd Ebenen durch den nämliclit'ii Jesieii Ptmc* ge- 
legt sind^ welcher der gemeinsame Bcheitel aller Kegel ist, deren noch Er- 
wähnung geschehen wird. 

Zwei Kegel von den Ordnungen y, v' und den dassen fJh ß' haben 
vv' gemeinschaftliehe Erzeugende und ftß' gemeinschaftliche Tangentialebenen. 
Besitzen die beiden Kegel längs einer gemeinsamen Generatrix dieselbe Tan- 
gentialebene, so halten sie ausserdem nur noch gemeinschaftliche Gene- 
ra tri xen und tH*-' — 2 gemeinschaftliche Tangentialebenen. 

Ein Kegel der v-ten Ordnung oder Classe, dessen Scheitel gegeben ist, 
wird durch Bedingungen bestimmt. Durch ^^^'^^ beliebig gegebene 

Gerade geht nur eiu eiiaiger Kegel v-ter Ordnung, und "^f^T^^ beliebig ge- 

gebne Eigenen berühren einen einzigen Kegel Her Qasse. Durch die ge- 

meliisclüiff liehen Geiieratrixon zweier Kogel »"ter Ordnnnjr gehen n?(end!ich 
viele Kegel derselben Ovdnuüg hindurch, die einen Coniplex bilden, '.velcben 
man Kfgclhüscliel v-ter Ordnung nennt. I'in Kegel v-ter Ordnung kann 

nicht melir als Doppelgeneratrixen besitzen — die Rückkehr- 

1.« 

generatrisen eingeschlossen — , ohne in Kegel niederer Ordnung zu zer" 
fallen. IT. 8. w. 

Ehip Ebene, die man beliebig diircli eir^o feste Gerade gelegt, hat, 
schneidet chien gegebenen Kegel v-ter Ordnung in v Kr/.eugenden. Dann 
ist der Ort der immonischen Axeii ') /' ten Grades des Systems der v Ge- 
neratrixen in Bezug auf die feste Gerade ein Kegel />-ter Ordnung, den man 
den (v-/))-ten Folairktgd der festen Geraden (Pdairgerad^) in Bezug auf 
den gegebenen Kegel (FimdoKmdalkegd) nennen kann. Auf diese Weise 
gibt eine gerade Linie v — 1 Polarkegeln Entstehung, der(^ Ordnungszahlen 
der Reihe nach w — 1, v - 2. , . . , 2, 1 sind. Dor ktzte Polarkegel ist eine 
Ebene. Wenn der /> te I'oliukögel einer Geraden durch eine andere Gerade 
geht, so enthält umgekehrt der (v— /»)-te Polarkcgel dieäec letzeren Ge- 
raden die erstere. Die Polarkegel einer Generatrix des Fundamentalkegels 
berühren denselben längs dieser Generatrix. Die Folarkegel (c— l)-ter 
Ordnung der Geraden einer festen Ebene bilden ein Büschel. Die 
Geraden, welche Boppelgeneratrixen von Polarkegeln (v— l)-ten Ordnung 



*) MnleiUmif, JSr. 19, 68. 
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sind, hiltfen einen Kessel (den Thssesrhrn) von der Ordnnng 3(v— 2), welcher 
den Ftindanieiitalkegel in deu luüexionsgeneratrixen d«8 letsern schneidet, 
tt. ». w. ^) 

5. Ein Kegel zweiter Ordnung ist auch zweiter Classe «od uingekehrt. 
Die Theorie dieser Eegel (QuadrGeegd) ist eine nnmtttelbare Folge der 
Theorie dei' Kegelschnitte. ') 

Ein Kegel dieser Art kann sowohl als Ort der Burchsohnitisgeraden 

zweier ent^prechenflor Ebenen in rv-'ci projcctivischcn Ebenenböscheln ') — 
die immer als lUuch denselben lesit n r'nuf.r g; lu-ml ungenoinmen werden — 
erzeugt werden, und auch als Euveioppe der Ebenen, welelie duvch zwei 
entsprechende Strahlen zweier projectivischer Strahlenbfischel hindorchgehen. 
Diese Strahlenbfischel liegen in verschiedenen Ehenen, haben aber denselben 
Mittelpunct. Umgekehrt erzengen in einem Quadrikegel die Ebenen, welche 
durch dieselbe variable Generatrix mA bezüglich durch zwei feste Geaera- 
trixen gehen, zwei projectivische Büscln i : und eine variable 'raiiL;eiifi;i!ehen0 
schneidet zwei feste Tangentialebenen iu Geraden, weiche siwei projectivische 
Strahleobüsdiel bilden.^) 

Wir nennen zwei Gerade eonjugiert, von denen die eine in der Polar« 
ebene der andern liegt, und zwei Ebenen heiasen oonjugiert, von denen eine 
jede die Polargerade der andern enthält Zwei conjngierte Gerade bilden 
mit den bdden Qeneratrixen des Fnndamentalko^-i Is, die in ihrer Ebene ent- 
halten sind, ein harmonisches System, und der AVinkel zweier conjugierter 
Kbcnen ^virr! von (htt Taneenfiftlehenen des* Kegels harmonisch getheilt, 
welche durch die gemeinschaftliche Durchechtiittsgerade der beiden ersten 
Ebenen gehen. 

Ein Trieder heisst einem Quadrikegel eopjugiertf wenn jede Kante des* 
selben die entgegenstehende Seitenebne als Polarebene Int. Zwei demselben 
Kegel conjttj^erte Trieder sind einem zweiten Kegel eingeschrieben und einem 

dritten umgeschrieben. Ist ein Kegel einem Trieder umgeschrieben, das 
einem andern Keire! cort'nr^icrt hi, so ist umgekehrt der letztere Kegel einem 
Trieder ©ingcsciniebcn , weicliüS dem ersten Kogel conjngiert ist. Zwei 
Kegel haben ein coi^jugirtes Trieder gemein, dessen Seitenebeuen die Diago- 
nalebenen des vollständigen Tetraeders sind, das durch die gemeinschaftlichen 
Tangentialebenen der beiden Kegel gebildet wird, and dessen Kanten die 



^) Eifdeitmg, §. IS u. 15. 
*) MnUtHnngt §.11 u. 18. 

') Zwei Ebanenbflschel heisscn projeciivisehf wenn man jedes durdi eine 

Ebene, die »icht 7.n dem Bn?chi 1 gehört, schneidet, und dio da^lurfh entstflihendcn 
Blrahlenbüschei projmivigch sind. JJoppelcerhüitniss mn vier Jilbenm des Ebmmr- 
hmekdi ist da» DoppeheihiUtnisa der vier entsprechenden Strahlen des auf die 
obige Weise entstandenen Strahlenbflschels. 

*) CHAsraä», Memoire de giomitrie pxire nir let pr«priM$ ylutrulcs des c^meci 
du Hcond degr6. (Nouveaux Madras de l'Acad^e de Braxeile«» T. 6; 1Ö30). 
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Dlu-ch^^cllllitcägüra(lcn der üntgogcugäseUUn Ebeneupaate üiud^ welche «iurch 
die deiuelben beiden Kegeln gemeinschaftlichen Erzeugenden hindurch- 
gehen; u. 8. w. 

Ein Kegel «weiter Ordnung, der eine Doppelgerade enthält, ist das 
System zweier Ebenen, die durch diese Gerade gehen. Ein K«gel zweiter 
Classe, der eine EltAngfntklHbcnc b^fdtzt, besteht ans dem Systeme zweier 
Geraden, die in dieser l^^beue liegen. 

Di^enigeu Quadrjkegel, welch? diel gemeiosckaftlichen Bedingungen 
unterworfen sind und so beschaffen, dass Jeder Kegel durch zwei Oerade 
nnr anf eine einzige Weise bestimmt ist, bilden einen Complex, den man 
ein Net» nennen kann. In einem Netze von Qaadrikegeln gibt es eine un- 
begrenzte Zahl, die sich in Ebenen] aai t auflösen, das heisst, eirc Doppel- 
gerade besitzen. Die PInveloi)pe dieser Ebenen ist ein Kegel dritter Classe, 
und der Ort der Doppelgeraden ein Kegel dritter Ordnung. U. s. w. ^> 



CAPITEL n. 

DEVELOPPABLE FLÄCHEN UND RAUMCÜRVEN. 

6. Wii betrachten eine Ciirve als den <)vt alier Lagen eines PunCtes. 
welcher sich continnierlich im Kaume nacli tiuein solchen Gesetze bewegt, 
dass eine beliebige Ebene nur ein System getrennter Lagen des Mobils ent< 
halt.') Die Curye heisst getcmdm oder eine Baumcurvef wenn vier gan» 
beUeüffe Puncto derselben nicht in ein und derselben Ebene enthalten sind. 

Die Curve heisst von der y-ten Ordntmgj wenn eine beliebige Ebene 
eie in v Pnncten — die reell, imaginär, verschieden, zusammenfallend sein 
können — schneidet. Es folgt aus dieser Detinitiou, daäs eiue Jiaumcurve 
mindestens vuu der dritten Ordnung ist. 

Die Gerade, welche den Punct m der Curve mit dem unmittelbar fol* 
genden Puncto m' verbindet, heisst Tangente der Onrve in m. Jede Ebene, 
welche durch die Gerade m tn' hindurchgeht, heisst ebenfalls Tangential- 
^ene der Curve in m und kann anderswo die Curve nur noch in i'— 2 Pnncten 
treffen. 

Gkme einer Eaumcurv^ ist die Zahl ihrer Taugentialebeueu , welche 



') Um Zwcif1piitieT:t'lteri r.a vermeiden, wiederhole ich, dass in den Sätzen 
dieser Nummtv lunl in denL'u Jer vorh^igolionden, die Kegel, von lierien die Rede 
ist, sämmtlich denselben Öcheiwl besitzen, durch den alle Geraden und alle Ehe- 
nen hindnrcbgeben, die in Beti'aoht gekommen. 

')'Das heisst in der Art, dass alle anf «inanderfolgende Lagen des sich bo- 
wegen'lcn Purctes von i]cr YprSnrlornnp oinrs pinz'pfpn Paramet,ers abhUngeo. £ine 
Curve kann man daher eine eiiifach umtidlicM UgUia vm runden nennen. 
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(hu'ch eiue beliebige Gerade hindiirrligehei!, oder durch die Zahl ihrer Tan- 
genten, welche durch die willkiiiliche Gerade gescbnitteu werden. 

Es seien m, m', m", m'", .... unendlich nahe auf einander folgende 
Functe der Gurve. Dann haben die beiden unmittelbar folgenden Tangenten 
in tit'f iti' m" den Punct m' gemein und bestimmen eine Ebene mnt'iit", die 
man, veU sie eine dreipiinctige Berührung mit der Curve hat, (heulaHotu- 
ebene in m nennt. Zwei auf einander folgende Osculationsebenen m m' m", 
m' m" m'" schneiden sich in der Tatigenfe m' m", rinä drei unmittelbar fol- 
gen K 0<;cnlation8ebcnen m m' m", dl' m" w'", nt" i»'" m^^ IretFen sich im 
Puncte m'' der Curve. 

Es ist folglich ein Punct der CuiTe sowohl dnrch zwei unmittelbar 
folgende Tangenten hesthnmt, als durch drei unmittelbar folgende Oscula- 
tionsebenen; ebenso eine Tangente entweder durch zwei uijendlich nahe Puncte 
der Cnr^e oder durch zwei unmittelbar folgende Osculationsebenen; eine Os- 
eiilationsebene endlich ist bestimmt durch drei tinmittelbar folgende Puncte 
oder durch zwei unmittelbar folf^ende Tanpr<^'nten. 

7» Man ucimi den Ort d«jr Tangeutcu einer Curve eiue aliwicJcdbarc 
Fläche oder eine Devdoppable; die Tangenten sind die Generatruem der 
abwickelbaren Fläche. Ordmmg der Developpablen ist die Zahl der Puncte, 
in denen dieselbe von einer willkärltchen Geraden geschnitten wird, daher 
ist diese Zahl gleich der Classenzahl d^r Curven. Die Oscnlationsebene mm'm", 
der Ctirve im Puncte m hoisst die TfftH/mfmlehenß der Developpablen längs 
der Generatrix mm', denn öIü entiiält die beiden vmmitii 'ItMv folgenden Er- 
zeugenden m m', m' m", uud es ist folglicli jede in der Ebene gezogene 
Gerade Tangente der abwickelbaren Fläche — das heisst sie trifft sie in 
zwei unendlich nahen Puncten — in einem Puncte der Berührmgtfffenerainx 
m m' und umgekehrt, jede Tangente der Developpablen in einem Puncte 
dieser Creneratrlx liegt in der genannten Ebene. Wie jede Tangentialebene 
der abwiclcelbaren Fliiche zwei unmittelbar folgende TOrzeuiiende erifhält, so 
liegt jede Generatrix in zwei unmittelbar folgenden Tangeutiaiebenen ; die 
abwickelbare Fläche ist also gleich jieitig ä&' Orl d&' TaugciUm der Cufue 
und die Ejnvdopiie der Oeculationedmm derselben. 

Wir haben den Begriff der Developpablen aus dem der Ourve entwickelt, 
wir können aber auch die Curve aus der abwickelbaren Fläche herleiten. 
Wir denken uns eine Ebene, die sich stetig im Räume nach einem solchen 
Gesetze bewegt, da-^ 'lurch einen beliebig gc '.vlUi^ttn Pinict nur ein 3jstem 
f/i ! 1 onnter Lagen der bewegh'chen Kbene hiriii rrrligi iu, >) Die Enveloppe 
i-k.r Lagen der sieh bewegenden Ebene oder auch der Ort der Geraden, in 



<) Das hoisst in der Art, dass alle Lagen der beweglichen Ebene von der 
Yerllndenmg eines einzigen Parameters abhSagen. Eine abwickelbare Fl&ohe ist 
daher eine einfach tmendliehe Beihe von £benen. Die Kegel stellen einen speci- 
eilen Fall davon dar. 
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wetclidn sich zwei nnmittelbar folgende Lagen dieser Ebene schneiden, ist 
das, vas man hn^ abteich-lbare FUl<M nennt ') 

Es seien l', J", /*", P'" . . . auf* pinatifipr folpr^ntle Lagen rler («ich he- 
wo,?T<?TirIer» Ebene. Die Ebene P eiilli:ilt dann die beiden nnmittelbur fol- 
genden Geraden PP*, P", Die drei libenen P, P*, P" schneiden sich in 
einem Puncfe, dessen Ort eine gewisse auf der Developpablen gelegene Gm-ve 
ist. Der Punct P P* P" liegt in den beiden unmittelbar folgenden Erzeu- 
genden PP'f P" P", und umgekehrt enthält die Generatrix P* P" die beiden 
unmittelbar folgen In Pimcte P F\ p p»»» der Ci.rv... Die Ge;,orft- 
trixen der Developpablen sind folglich Tangenten der Curve. Die Ebene P' 
cnth-üt dir drei unmittelbar folgenden riincte P P' P", P' P" P", P" P'" Piv 
und cü t>ind daher die Tangentialebenen der abwickelbaren Fläche Öscula- 
tionsebeueii der Curve. 

Glaste der abwickelbaren Fläche ist die Zahl ihrer Tangentialebenen» 
welche durch einen willkürlich im Räume angenommenen Punct gelegt werden 
kSnnen. 

8. Wir können bei den Developpablen die analogen Singularitäten betrach- 
ten, die wir <!fh"in hpi dnn Kr jrchi bemerkt haben (3). Eine Tan£renti?)lebeno 
heisst doppät, wenn $ie die abwickelbare Fläche längs zweier verocliiedener 
Erzeugenden berührt und folglich die Curve, deren Tangenten die Gencra- 
trixen der abwickelbaren Fläche sind, in zwei getrennten Puneten osculiert; 
sie h^st eine »UxHonSre oder Wendeebene, wenn sie die Developpable längs 
zweier unmittelbar folgender Erzeugenden berührt, oder, was dasselbe ist, 
längs dreier unmittelbar folgender Generatrizen schneidet und folglich mit 
der Cm-vc einen vicrpiinctigen Contacf; hat. Eine Generatrix ht doppelt, 
wt iiii rings derselben die Developpable zwei verschiedne Tanfr« uiialt ber <ni hat, 
weshalb sie auch die Curve in zw&i verschiedenen Puneten berührt, in dem 
Schnitte, der durch eine beliebige durch sie gelegte Ebene entsteht, zählt 
sie für moei Gerade, und in den beiden Schnitten, welche durch die beiden 
Tangentialebenen entstehen für 4m. Eine Greneratrix heisst etaUonär, wenn 
durch sie drei unmittelbar folgende Tangentialebenen der Developpablen hin- 
durchfrehen ; in ihr liefert dnhor drei immiftf Ihar fnlgende Puncto dor Curve. 
Eine solche z'&hlt in dem Schnitte, der durch eine beliebige Ebene entöteht, 
welclie durch sie hindurchgehe für zwei und für drei Gerade in d&m. vou 
der Tangentialebene gebildeten Schnitte. 

Den bdden ersten Siogularitäten entsprechen die folgenden Singalaritäten 
der Ranmcurve. Ein Punct der Curve heilst doppelt, wenn in demselben 
zwei verschiedne Tangenten existieren und folglich zwei verschiedne Oscula- 
tionsebenen ; er hehnt Säät'tnn'hptniH fSintz/'.), wenn sich in ihm drei aufein- 
anderfolgende Taiij^H Ilten schneiden, oder auch vier aufeinanderfolgende 
Osculatiouscbenen. Kin Doppelpunct — und obemo eine Spitze — verUitt 



*) MoKca, Applieation de Vanalyte h la giomürie, §. ZU« 
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vier Durclischmttsiinncte mit jeder Oaoulationscbene und mit der Ebene der 
beiden Tangenten"; er veitritt drei Schmttpuncte für jede andere Ebene, 
vvel&üe dui'uU eiutt dei' boidan Tau^^enteu gelit, und nur zwei für Jede andere 
Ebene, welche dnrch den Fiuict selbst hindarcligcUfc. 

Die Developpable nnd die Curve können andere SinguUtritäten höherer 
Art haben, die vir aber jet«t nicht in Betracht zieheD vollen. 

D. Wir schneiden die abwickelbare Fläche durch eine Ebene F; der 
entstellende Schnitt i^t (}nm eine Curve von der nrunlichp» Ordnnnsr als 
die F!T>wicke]barft !' ; ii iie. Die j-'uncie derselben sind die Spuren der Gcnera- 
trixcn und ihre Tangenten die Spuren der Tangentialebenen, weil, wie mhoa 
frQbei- bemerkt wurde, jede Gerade, die in einer Tangentialebene emer ab* 
wickelbaren Fläche gezogen ist, auch Tangente dieser Fläche ist. Es folgt 
daher, dass auch die Glasse des Schnittes mit der C lasse der abwickelbaren 
Fläche xusammenfällt, denn die Tangenten, die sich an dieselbe dnrch einen 
beliebigen Piinct ihrer Ebene ziehen lassen, sind die Spuren der Ebenen, 
welche von dem nämlichen Puncte ausgehend die Deve!o{>palt!" hf rühren. Die 
Doppeltaiigeuteii dei* Schnittcurve bestehen ausser den bpuren der doppelt 
Tangentialebenen aus den Geraden der Ebene P, dnrch welche zwei Tan- 
gentialebenen gehen, und die Wendetangenten endlich sind die Spuren der 
Wendeebenen. 

Jeder Punct m der Raumcurve, deren Tangenton die Erzeugenden der 
developpablen Flüche f^md, der in der Ebnen P liegt, ist eine Spitze des 
Schnittes. Da nämlich dieser Punct der Durchschnitt von drei unmittelbar 
iblgendeu Taiigeutialebenea ht, su miisäen üdi in ihm drei aufduauderM- 
gende Tangenten des Schnittes äcliueideu. Dieser Eigeu&chalt wegen gibt 
man der Raumcurve den Namen Büakkekrkmtie oder Ouapidakwrv« der De- 
veloppablen. Dero entsprechend nennt man die Enveloppe der Oscnlations- 
ebene einer Ranmcurve ihre osculicrendc Developpable. 

Die Geraden, die in der Ebene P willkürlich durch den Funct m ge- 
zogen sind, treffen in ihm die J^chniftonrvp in j^wei ziis'imm^nfajlenden Pnncten, 
aber gibt eine Gerado. dii/ RiUikkclirJ.iii-vnti'. il.-.s lu!is,-! die Spur der 
Osciilaiioii&eböuü der Itaumciu ve in ni, lür weiche der Punct m drei zu- 
sammenfallende Schnittpuncte darstellt. Es trifft folglich eine willkürlich 
durch einen Punct der Cnspidalcurve gelegte Gerade doii; die Developpable 
in iswei znsammcnfallendeu Pnncten, unter diesen Geraden gibt es aber 
eine unbegrenzte ZiAl, für welche dieser Punct einen drei&chen Berührnngs- 
punct darstellt, und der Ort dieser Geraden ist die Ebene, welche in jenem 
Puncte die Curve osctiKert. 

Schneiden sich ^wei nicht unmittelbar folgende Geueratrixen aut der 
Ebene P, so ist der Schnittpunct für die Schnittcurve ein Doppelpunct, weil 
diese m ihm von den Spnren der beiden Ebenen berührt wird, welche. die 
abwickelbare Fläche längs jener Erzeugenden berühren. Diese Spuren sind 
die einzigen Geraden, welche in jenem Puncte eine dreifache Berührung mit 
dem Schnitte haben, wahrend jede andere in der Ebene P durch den näm- 
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• liehen Pnnct ge?:ogcr.c Oirade dort den Schnitt nur in zwei zasAmmenfallen» 
den Pu rieten trillY. Alli annlocren Piincte, nanilich die Durel)seTinit(s«ii»ncte 
?:v,'cif>r nicht aiifVii:ai;i]( r tulgeii<]tin Erzeugenden, bilden auf dev abwickel- 
baren Flaclic tiiiü Cuive, welche wir wcgea der eben angt-nierkten Eigen- 
schaft die Doijjjeicurw oder die Knotencurve der Developpablen nennen. Die 
Tangente der Doppelcorve. in einem beliebigen ihrer Paacte ist offenbar 
die Durchachnittsgerade der beiden Ebenen, welche in dieaem Functe die 
Devßloppable berühren. 

Eine Gerade also, wekh.p willkiirKclt durch einen Pnnct der Dojt},e1- 
curve gelegt ist, trifft d ;r* die Dev(>]oppable in zwei zufiammenfallenden 
Puncteu, aber unter den analogen Ueraden gibt es eine uubegretizte Zahl 
fttr weldie dieser Pnnct drei vereinigte Dnrchschnittspancte repräsentiert, und 
der Ort derselben wird von den beiden Ebenen gebildet, welche die abwickelbare 
Fläche längs der Generatrixen berühren, die sich in diesem Poncte kreuzen. 

Dagegen liegen, wie scfaun bemerkt wurde, die Geraden, welche die 
Developpable in einem gevrihnlicben Puncfe berühren, sämmtlich in einer 
eiuidgen Ebene, der Tangciidnlebene län?s der einzicren Generatrix, die durch 
jenen Puuct geht, und haben mit der abwickelbaren Fläche eine sweipunetige 
BerOhrang. 

Ansaerdem enthält der Schnitt eine Spitze in der Spor jeder stationären 
Generatrix nnd eben Doppelpunct in der Spar jeder Doppelgeneratiiz. 

10. Es bezeichne jetzt : 

V die Ordnung der gegebenen Raumcurve, 
ß die Clas?e des 08CBÜere?)t^en DeveloppaMcu. 
/y die Urdnung dieser Flache odpr RUch die Ciasse der Ikri'inicnrve, 
jr die Zahl der Geraden, die in einer beliebigen Ebene P liegen^ 
und durch welche jedesmal zwei Tangentialebenen der Develop- 
pablen gehen, die Zahl der doppelten Tangentialebenen einge* 
schlössen, wenn es solche gibt, 
$ die Zahl der Puncto der Ebene P, durch welche jedesmal zwei 
Oencratrixen der abwickelbaren Fläche trehen, also die Ordnung:; 
der Doppelcin-vc. die Zahl der Doppelgeneratrixeu eingeschiosÄcn, 
wenn es solche gibt, 
a die Zahl der Wendeebenen und 
B die Zahl der stationären Generatrixen. 
Nim ist der Schnitt, der durch die Ebene P in der Developpablen er- 
zeugt wird, eine Curve p-lev Ordnung und y^-ter Classc, die ? Doppelpuncte 
besitzt und '■'-]-(^ Spitzen, y DoppeTtangenten und « Wendepüncte. Also er- 
halten wir mit Hilfe der Formeln von Pt.üoker: 

ß = pip-i) — 2$ - ^f-^&h 
■ p = — ~ 3«, 

11. Man betrachte einen beliebigen Puuct o des Raumes als Scheitel 
eines Kegels, der durch die gegebne Banrocurve geht (PertpeeHvkegü). Die 
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Erzengenden diese« Kegels sind die Geraden, welche vom Puncie o nach 
den Puncten der Curve gehen, und die Tangentialebenen des Kogels sind die- 
jenigen Ebenen, die durch den Scheitel und die Tangente der Cnrre hin- 
durchgehen. Eine durch 0 gelegte Ebene sclmeictet den Kegel tu so vielen 

Reneruti-ixen, als die Curve Piincte in dieser Ebene besitzt. Die Ordnung 
des Kegels ist also gleich der Ordnung der Cmvc, Din cli einf^n beliebigen 
Puuct o' Ueä HaimitiS gdi&ü &o viele Taagenli»l«beiit.'ii des Kegels, als es 
Tangenten der Curve ^bt, welche durch die Gerade 0 0' geachnitten werden; 
die CIa«se des Kegels ist also gleicli der Qasse der Curve oder auch gleich 
der Ordnung der oscnlierenden Developpablen. 

Doppelgeneratrixen des Kegels sind die Geraden, welche den Tunct 0 
mit den Doppelpuncten der Curve verbinden, und dann noch die Geraden, 
■welcbe durcli 0 treben und sich in zwei verscWednen Puncten auf die Curve 
stüliien, vfpU in iK-iilo)! FnlleM der Kegel läng?; derselliuii Generatrix zwei 
Taugentialebeiieu besitzt. — r^rner sind liiejeuigeu Cieradcn stationäre Geuera- 
trixen, welche den Scheitel 0 mit den Spitzen der Curve verbinden. 

Ist eine durch 0 gelegte Ebene eine Osculationsebene der Curve, so 
ist sie für den Kegel eine Wendeebene, weil sie drei aufeinanderfolgende 
Erzeugende enthiUt. Zieht man durch 0 willkürlich in der Wendeebene eine 
Gerade, so zählt diese Kbene für z^m der p Ebenen, welche durch die 
Gerade geiien und dt-n Kegel beiühren; al e;- es güit eine Gerade, die Be- 
rührungsgen erati ix der Weadeebcne, für welclic diese Ebene <hxk/i<d ') gezählt 
wird. Ziehen wir also in einer Oscnlationsebene der Curve eine beliebige 
Gerade, so sählt die Oscnlationsebene unter den Ebenen, welche sich durch 
diese Gerade so ziehen lassen, dass sie die Curve berühren, f&r sswdf aber 
es ^bt eine unhegrenzte Zahl von Geraden, für welche die Oscnlationsebene 
dreimal zählt. Alle diese (ternden gehen durch den 0?cu1ationspunct, 

Berührt eine Ebene, ivelcijü durch a geht, die C'iirve in Kwei verschie- 
deneu Pimcten m, n, so beruiiri sie den Kegel längs zwei Erzeugenden 
0 m, 0 it und ist folglich eine doppelte Tangentialebene des K^els. Die 
Bitangentialebene zahlt für zwei unter den Tangentialebenen des Kegels, welche 
durch eine beliebige in der Bitangentialebene selbst durch 0 gelegte Gerade 
gehen; sie zShlt für wenn die Gerade eine der beiden Berfihrnngsge- 
neratrixen ist. Zieht man daher in clnor Bitangentialebene der Ranmcttrve 
eine beliebige Gerade, so zählt diese Ebene für zwei Ebenen, wflfhe durch 
diese Gerade gehen und die Curve berühren, abei- sie zühk iiir drei, in Bezug 
auf die unbegrenzte Zahl von Geraden, die man in besagter Ebene durch 
den einen oder andern Berühmngspunct ziehen kann. 

Alle analogen Ebenen, von denen eine jede die Baumcurve in zwei 
Functen berührt oder, was da- elbo ist, zwei nicht unmittelbar folgende 
Tangenten enthält, haben zur £nveioppe eine abwickelbare Fläche, weldie man 



>) Dies ergibt sich aus der entsprechenden i^genseba^ der ebenen Carven. 
MnUiUmg, Mr. 31. 
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die doppdtumgeeehrMmi odei- äoppeUberiihxiule Developpable der Curvc ncimt 
Jede dieser Ebenen beinhrt die Developpalile lüngs der Geraden, welche die 
beiden Beruhriuigspnncte der £bene und der gegebnen Curve mit einander 

verbiriuct. 

Aufiserdeiii Im jede Ebene, welche durch eine doppelte Xaiig&ate geht 
eine Bitangentiiilebene des Kegels, und jede Gerade, welche durch eine Wende- 
tangeote gelegt ist, eine Wendeebene des Kegels. 
12. Bezeichnen w also durch: 

s die Zahl der Geraden, welche sich von einem willkürlichen 
Puncto 0 so zifhen lassen , das?' sie die R^inmpurve J^weimal 
tri fron r.ntrr ] linzi nähme der Zalil der Doppelpiincte dieser Curvc, 
udei- mit aiulci ti Worten die Zalil der schmibm-eti und wü-Idkhea 
DoppelpunctCi durch 
97 die Zahl der Ebenen, die durch 0 gehen, und zwei nicht un- 
mittelbar folgende Tangenten der Gurve enthalten oder auch die 
Glaase der doppeltberUhrendcn Beveloppablen unter Hinznnahme 
der 'Zahl der bioscnliorendeii Ebenen; und mit 
ß die Zahl der Spitzen der Curve, 
so ist der Ferspcctivkegel, dessen Scheitel 0 ist, von der i'-ten Ordnung, der 
/o-ten Glasae, er hat 0 Doppelgeneratrizen, ß stationäre Generatrixen, V B)* 
tangentialebenen und fi-{-ff Wendeebenen. Wir haben folglich (3): 
U = v(v-l) -2b- 3ä 

iß-^ 0 - ß = Z(r-y}. 
Die sechs vorstehenden Olcichnngcn verdankt man Catt nv »). Mittelst 
derselben oder anderei*, die sich aus iUoeu ableiten la«&eti, wie mm Beispiel 
die folgenden: 

l a-ß = 2 Oü-y), 
kann man jedesmal, wenn vier von den zehn (j rossen 

f, At* />» «» ß, r» ^> ^» v> 

gegeben sind, die andren sechs bestimmen. Die gegebenen Zahlen dürfen 
aber weder />, ^, $, ß noch />, ijt a sein, weil man aas den obigen Glei- 
chungen die folgenden Relationen herleiten kann: 

p(p-4) - 2^ = 2f + = 2f + « «) 
Pie vorhergehenden nelüu litii^iron zefpron, dass die Untersuchung dci 
IJaumcurven nicht von der der develoi |i;iljleu l'l'iclien ir;et.rennt werden kann. 
Man dtuf sagen, dass ©ine Developpabie mit ihrer Cuspidaicurve ein einziges 

^) Mimoire sur les courhea h double courlvre ef les siir/ace^ dt'-f'l 'i<i>al!es 
fjomnal do Liotivillt'. T. 10: ISl'i). — 0» o special tessHo dewlopabk (Quar- 
terly Jouriinl ui luatheiiialii», T. 7; 1S6Ü). 

*) ZxuTBinr, Sur let tingulariiif dt» eowhi» giomM^m h douUe cowrhwre 
(Compte rendn, 27 jttiUet 1868). 
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.% /«» bildet, in dem man Pnncte (die Puncti dc i Curve), Gerade (die 
Tangenten der Ourve oder die Generatrixen der Fläche) nnd Rbf m n (die 
Tangenfiülf^l ciicn der Developpablen) au betrachten hat. Endlich kann man 
in der nämlichen Weise, wie die Eigenschafteu der Kegel sieh aus dema 
der ebenen Gurren mittelst des Priucifts der Dnalität ableiten lassen, die 
Raamcuryen und die abwickelbaren FULohen, die nicht Kegel sind, in Gorre- 
lation setzen, das heisst, die Eigenschaften de« einen Systems, deuen Gha^ 
rakteristiken 

/^ ß, r< ^ 
sind, ans den EigeuscUat'tea des reci|jroken Systems herleiten, dessen Charak- 
teristiken heiflsen : 

fh V, p, ß» «t «, r» V* f» 

13. Wir haben gesehen, wie die Charakteristiken des Perspecttvkegels 
einer' Ranmcurye und eines Schnittes der Developpablen bestimmt werden 
können, wenn der Scheitel des Kegels nnd die Schnittebene vollständig will- 
kürlich sind. Tu enf.*prpchpnflcr Weise creht raan vor. wputi jener Punct 
oder jene Ebene ein© specieile Lage haben. Wir wollen hier einige Bei» 
spiele geben« 

Geht die schneidende Ebene durch eine Gerade t des Systems, so ist 
der Schnitt ans dieser Geraden und einer Curve l)-ier Ordnung zu- 
sammengesetzt. Die Classe dieser Curve ist ß wie im allgemeinen Falle. 

Die Zahl der Spitzen ist y-j-tf— 2, weil die seluieidende Ebene, da sie die 
Cuspidalcurve berührt, dipsc nur noch in atiilorii '-' -2 Functen trifft. Die 
Formeln von Plückkr leliren nun, da^? u; ' Sclmittcurve «+1 Wendepuncte, 
y—1 Doppeltaugeuten und ^ — f-^A Doppetpuncte besiUt. Wir haben also 
einen Wendepunct mehr als in dem allgemeinen Falle, und dieser neue 
Wendepunct ist der Punct m, in welchem die Gerade t die Cuspidalcurve 
berührt. Dass die Gerade t die Schnittcurve im Punete m berfihrt, folgt 
daraus, da.ss m für den vollständigen Schnitt eine Spitze sein muss. Da 
ferner t der Durchschnitt zweier unmittelbar folgender Tangentialebenen des 
Syst.'ins ist, SO gehen durch p'mv-u beliebigen Punct von t nur /' — 2 Tim- 
jL'tMtt ii der Schnittcurve und durch tn gehen ausser l nur noch /x— 3. Aiso 
ist i oine Wendetangente für diese Curve, Im gegenwärtigen Falle hat die 
Schnittcurve nur $~ ]-i Dupi 'jIiJLuictc, während die Doppelcorve $ Pnncte 
auf der schneidenden Ebene besitzen mus«. Die fehlenden p—A Pnncte sind 
die Durcfasehnittspuncte der Geraden / mit der Schnittcnrve. Eine beliebige 
Generatrix einer Developpablen />-ter Ordnung trifft also />— 4 andere nicht 
ünroiitplbnr folgende Erzeugende. 

Ist die schneidende Ebene eine der Ebenen P des Systems, 6u ist der 
Schnitt aus einer Geraden t (der l^erührungsgeueralrix der Ebene r und 
der Developpablen), die zweimal gezählt ist, und einer Curve ij) - 2)-ter Ord- 
nung zusammengesetzt. Durch einen beliebigen Funci der Ebene gehen 
wdtere /t— 1 Ebenen des System.s, also ist die Schnittcurve von der {/i— i )-ten 
Classe. Die Ebene osculiert die Cuspidalcurve und schneidet sie in weitern 
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y— 3 Puncten; der Schnitt hftt folglieh y-\-0—B Spitzen. Ans deo Formeln 
von Flückür ergibt sich nun, dass diese Curve « Wendepuncte, y—/i-{-'JS 
Doppeltangenten und ^— 2/>-|-8 Doppelpuncte besifjrt. In dem eben befrach- 
teten Falle, ist f\<^r Vitnct m, in welchem die Jjün on P die Cüspidalcurve 
oscnliort, kein Wi ii li jn.iii t der Schnittearve wehr, sondern ein einfacher 
Bei ülirungspunct mit dur Geraden weil jetat die Zahl /t— 2 der Tangenten, 
die von einem Pttncte von t sich ausser t selbst an die CTurve legen lassen, 
nnr nm eine einsige Einheit geringer ist als die Classe derselben. Die Schnitt- 
earve hat 2y9-|-8 Doppelpuncte; die Durchschnittspunete der Geraden < 
mit der Schnittcurve sind weitere ^—4 Puncto der Dopi ( Icnrve, aber jeder 
von ihnen ranss Tsvei Doppelpuncte des Ges^mmtHchnittes gozKhIt werden, 
weil dieser die Gerade t zweinoal enthält. Tu ilicsen «-—4 Puncten wird also 
die Doppelcurve von der Ebene i' berührt. Das Iieisst auch, jede Eheutj 
des Systems enthält />— 4 Tangenten der Doppelcnrve, nnd die Berührungs- 
puncto liegen auf der Geraden des Systems, welche in dieser Ebene liegt *) 
Die schneidende Ebene P sei eine der Wendeebenen des Systems. 
Dann repräsentiert die Gerade t im Schnitte drei zusammenfallende Gerade, 
wir haben Rho atie«(M-dciu cino Ci?rve (o—'A)-ivT OrJumi^-. Diese ist yon 
der (/i — 2)-ten Ciaase, weil eine Wfcntlriob.'nij zwi-l timniUi'lbar l'olgr-mle Kbrncn 
des Systems ersetzt, und alao durcii jeden Punct derselben mir noch 
andere Ebenen hindurchgehen. Die Ebene P hat mit der Gnspidalearve 
eine vierpunctige Berührung und schnddet sie daher in weiteren v— 4 
Puncten, das heisst die Schnittcurve hat v-|-^— 4 Spitzen. Nach den Formeln 
von FiittcxBR hat also die Cm-ve «— 1 Wendepanete, 2ja-{-6 Doppel tan 
genten und f— 3/)4-l3 Doppelpuncte. Dieselbe Curve wird von der Gera b ii t, 
welche sio im Pimete m berührt in weitern />— 5 Puncten gctrotfen, von 
dmeo jeder dreimal unter den Doppulpuucten des Gesammtschuittes gezählt 
werden muss, weil die Gerade i als eine dreifache Gerade in diesem Schnitte 
gerechnet wird. Jede Wendeebene osculiert daher die Doppelcurve in 5 
Puncten, die auf der Geraden des Systems liegen, welche sich in jener Ebene 
befindet. Auch der Punct m gehört der Doppelcurve an, da sich in ihm 
drei auf einander folgende Gerade des Systems schneiden, und also dieser 
Punct als Durchschnitt dar nr^ton mit der dritten Taiia:cnte betrachtet in 
der Doppelcurve liegen niuas, In Uiesem Puncte wird die Doppelcurve von 
der Ebene P berührt, wie man um einer oben gemachten Bemerkung folgert. 
Die Puncto also, in welchen die Guspidalcurve von den Wendeehenen berOhrt 
wird, gehören auch der Doppelcurve an, welche in ihnen von den nämlichen 
Ebenen berährt wird. *) 

*) Dies folgt audi aus der Bemerkung, dass die Doppelcarve in einem be- 
liebigen ihrer Pauote diq'enige Oerade als Tangente hat, welche den Durch- 
schnitt der beideu Ebenen bildet, die in jenem Punete die Developpable berühren. 
Daraus folgert sich ansspfdcm noch, dass die fj — 4 erwähnten Tangenten der 
Doppelcurve auch Tangenten der Scbnittcune (/»— 2)-tfir Ordnung sind. 

*) Es gibt noch andere gemeinschaftlich« Pnncte der Cuspidal- und der 
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In analoger Weise kennen wir die Charakteristiken der Per&pectiv- 
kegel bestimmen oder ne aus dem Yorbergehenden roiiteUt des Princips 
der Dnalität ableiteo. Wir begnUgeD nns damit, die Resultate ansziuprecIieD. 

Wird der Seheitel auf einer Geraden des Systems genommen, so ist 

der Pr: srifcfi\ kcprcl von der »»-ten Ordnung, von der I)-ten Classe, er 
hat "7-'^ — 2 liiflexinnsjT'nerntriTen, ß-}-! CiispidalgencratHxcn , 7— /»+4 Bi- 
tangentialebenen und « — 1 Do}>pelgeneratrixen. Man sieht also, dass eine 
Tangente der gegebenen Kaumcurve für denjeaigen Perspectivkogel eind Cus- 
pidalgeueratrix ist, der seinen Scheitel in einem Pnnote dieser Geraden hat. 

Wenn der Scheitel ein Punct des Systems ist, so hat der Perspectir- 
kegel die Ordnungszahl er ist von der 2)-ten GUsse, er besitzt 
femer 3 Inflexionsgeneratrixen, ß Cuspidalgcneratrixan, i^-2/>-l-8 Bi- 

tangpntiHlehenen und 0—^4-5 DuppcTgcncratrixen. Es folgert fich hieraus, 
daas sich in ifdem ganz bplifilnqen Piinete der j,'cgf»bnen Raunicurve />— 4 
Generatrixen der doppeliberülirendeu Developpablen kreuzen, und dass die 
respectiven Tangentialebenen durch diejenige Gerade gehen, welche in jenem 
Puncte die gegebne Corve berührt. Diese p~4 Generatrixen liegen auch 
auf dem Perspectivkegel, dessen Sehdtel der betrachtete Pnnct ist 

Ist der Scheitel ein Eückkehi^unct ') des Systems, so ist der Perspec» 
tivk^el von der 1 ^— ^Vtoii Ordnung und der (/>— 3)-ten Classp, rr hat ferner 
lx-\-0—i InflexionsgHueratrixen, ß—\ On«pid?^lgoueratrixen, — 'öp-\-V6 Bitan- 
gentiaiebeuen und 0— 2v-|-6 Doppelgeneratrixea. Man liudet folglich, dass 
eine Spitze der gegebnen Raumcurve für die Rückkehrkante der doppelt- 
berührenden Developpablen ein 5)-facher Punct ist, und dass die ent- 
sprechenden />~5 Tangentialebenen dieser Developpablen durch die Cnspidal- 
tangente der gegebnen Curve gehen. Diese Developpable wird auch von den 
Oscnlationsebenen der gegebnen Curve in den Spit/cn berührt. 

14. Um ein Beispiel zn ceben. denken wir nn« e^'ne Dpvr-loppnblc ,"-ter 
Classe gegeben, deren Tangentiaiebenen den Puncfon eint r (revarkn iircjec- 
tivisdi Bntsprecheu, Von welclier Ordnung ist dann diese abwickelbare 
Fläche? Nimmt man eine beliebige Gerade r, so gehen durch einen belie- 
bigen Punct m derselben M Tangentialebenen, denen auf a eine Gruppe von 
/!■ Pnncien t entspricht. Nehmen wir dagegen auf a einen Punct t, so ent- 

Doppelcurve axisser den Pnnctm, in denen die erst^re von den Weodeebenen l>e- 
rftbrt Avird. E» «iod nätnlich die i)pitzca der Ouspidaicurvo ebenfalls in der Doppel- 
enrire gelegen, weil in jeder derselben sich drei «u&inanderfblgende Oersde des 
Systaink fldineiden. Wenn ausurdem die Tangente in einem Punete der Cuspi- 
3aTcHrvc diese C'irvn v.nch \n cmam antk-rn Pnnctc trifft, der iiielit nnmittelbar 
folgt, eo iat dieäer för die Boppelcurve eine Spitze, vreil in ihm z.wei unmittelhar 
folgende Gerade dea Systems von einer dritten nieht benachbarten geschnitten 
werden. 

Wäre der Seheitel ein /o-faoher Punct der Cnrve, so wftre der Perspeetiv- 

kegcl von der (v— oVteit Ordming, weil jede Ebene durch diesen Punel die Cum 

nur noch in v — p audern Panct«n trilfe. 



13—15.] 



Oberfiäehen helkbiger Ordnung. 



15 



spricbi diesem eine Tangentialebene, die r in einem Pnncie tu sclincidet, und 
die andern A— 1 Tangentialöbereii, die durch w gelicn, bpstitnmen die andern 
/t— 1 Puncto der Gr'inpe aul' a. Es folgt also, dass, wenn n» sich auf r 
bewegt, die Gruppe dt^r Puncte t auf a eine Involutiun /^-leu Grades er- 
sengt, die der einfachen von den Puncten m gebildeten Panctreihe projec- 
tiviach iat.*) Diese Involution hat Doppelpnncte, das heisst 2(iu— 1) 

Gruppen, deren jede zwei xnsammenfallende Fnncte t beaitet. Jeder aolchen 
Gruppe entspricht auf r ein Pnnct, in welchem zwd der M Tangentialebenen 
zusammen fallen, d^.s licis^^f pin Ptuict, der entweder einer Wendeebi-ne oder 
dem Dnrphseliiiitt zweier unmittelbar folgender Tungentialel i'tion angehört, 
das heisst der Developpablen. Wir haben also, « = 0, Ö = 0 vorausgeseUt, 

und man zieht nnn ans den Formeln von Ci.Ti.Br : 

l = 40»-3), 

~ 1.2 
\ _ 9At*~&3^ + 80 
1 — 1.2 

/ * = 2f.a-2)(//-3), 

l ^ =r aCa-DO»- 8), . . . «) 



OAPITEL m. 

OBERFLÄCHEN BELIKBIGER ORDNUNG. 

15. Wir wollen eine beliebige Oberfl&che als den Ort aller Lagen eines 
Pnnctea betrachten, der sich continuierlich im Baume nach einem solchen 
Gesetze bewegt, dasa eine willkürliche Gerade ein System getrennter Lagen 
des Mobile entliält. ') 



*) EiiUaHmff, Nr, 21. 

*) Sat.mo?;, Oh the clussißcatvm nf cuTf«9 of douUe ctirvnhirc (Cambridge and 
DuWin Math. Journal, 'J'. 5; 1850). Man sehe ausserd' ra den .Ttisroj^pichncten 
Treatise qu. Üi4 andytiti gtünietry oj iltaren dimemimu (2cl. ed. i)ui)lin Jdtiö) de&»- 
selben Verfassers oder die deutsche Ausgabe, welche Prof. Fibdlbb daron gemacht 
hat mit reichen Zusähen. { Analytische Geometrie des h'aumes, Leipzig 1868 — 65). 

Das heisst in der .Art, dass .i^lc nnfeinanrirrf'nlpfnde Ijagpn dfs pich be- 
wegenden FuDctcs von der Variation zweier unabbllngiger Parameter abhängen. 
Eine Oberfläche ist folglich dne dopiidt tmendliehe BtÄke von JPttnden, Es folgt 
noch, dass die swei Fl&ohen gemeinsohaftlichen Pnncte eine einfach unendliche 
Beihe, das hdast eine Curve bilden (6). 
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Die Uberrliiclie heisst von der v-ien Ordnnng , wem eine beliebige 
Gerade sie in v (reeUea, imagiiiürmi, verächiedncn^ zusammcntailendeu) Puuc- 
ten triffl:. Hat folglich eine Gerade mehr al« v Fnncte mit einer Flache 
v-ter Ordnung gemeioi so liegt die Gerade TOllstSndig auf der Fläche. 

ESne Fläche erster Ordnnog ist eine Ebene. 

Eine Ebene schneidet eine Oberfläche v-ter Ordnung in einer Curve 
ebenMls von dei* v-ten Ordnung. 

Eine Gerade heisst T<mgtM^ einer Fläcbe, v,» nu sie dieselbe in zwei 
uiieudlioh nahen Puncteu trifit (zweipunctige Berüiuung), sie hm&i olue Os- 
cvMerend»y wenn sie dieselbe in drei oder mehr unmittelbar folgend«^ Fnncten 
schneidet (dreiponctigey . . . Berührung). 

16. Durch einen Punct tu einer gegebenen Oberfläche ziehe man zwei 
Ott ade /. ; '. die in ihm die Fläche berühren mögen. Die Ebene rr' schneidet 
die Fläche in einer Curve / die in tn eine doppelte Berührung sowohl mit 
r als mit r' )mf. Es i?f folglich m «n Dop] clpunct für die Cnrve l '). Alle 
Geraden also, die in der Elienfi rr' dnrch m gezogen werden könüüu, haben 
in diesem Puncte eina zwcipunciige Berülu-uug mit 2, das heisst, &ie sind Tau- 
genten der Fläche. Unter ihnen gibt es nur zwei, die Tangenten an die 
beiden Zweige von l, welche in m eine dreipunctige Berfihrnng mit l ein- 
gehen und also auch mit der Fläche. Wir nennen sie die Oßculktmden im 
Piinctc m. Jede Ebene, die durch me dieser Geraden gelegt ist, schneidet 
die Fläche in einer Ciirve, die in m eine drelpttnctige Berührung mit dieser 
Geraden hat, das will sagen, in einer Curve, für welche in ein VVendepunct 
und die Gerade eine Weudetaugente i&t. 

Die beiden Osculierenden sind reell oder imagmär, jenachdem m für / 
ein wirklicher Knotenpunct oder ein coiy agierter Pnnct ist. Im ersten Falle 
heisst m ein hyperboUaeher Ptmet, im zweiten Falle ein dl^iUeher. Ist m 
eine Spitze für die Cnrve /. so fallen die beiden Osculierenden in eine ein- 
zige (Jerade znsammen, und m Leisst ein p(mihoUHrhpr Punct. ^) 

Im Allgemeinen liegen alle 'J';uii_siitrai der ( »hLiti^Aln' im Puncte m in 
der Ebene rr', da» heisst, eine durch, m auascriiaib dieaer Ebene gelegte 
Gerade hat dort im Allgemeinen nur einen einsigen Punct mit der Fläche 
gemein. *) Verhielte es ridi aber mit einer so gezogenen Geraden r" anders, 
so hätte dies für jede andere Gerade r'" ebenfalls statt, die durch m geht. 
In der That, hat r" in m einen zweipunctigen Contact mit der Fläche^ so 
Schneidüt die F.bpsie r" r'" die Fläche in einer Curve, welche in m von r" 
berührt wird und auch von der Durch&chiiittsgeradcu der beiden Ebenen 



1) Ehxltümig, Nr. 81. 

*) Jnßexional itatgenU nach Sai^mok, Uauj^Umigmiien nach Olbbscs. Enthält 
die Fläche eine Gerade, so ist diese eine Oscnlierende für jeden ihrer PunctSü 

In einer Developpablen, die Kegel eingeschlossen, sind alle Pnnete psnbo- 
liseb. Die Osculierenden fallen mit den Erzeugenden zusammen. 

*) OuFiN, Dieeioppement de g4om4eri9, Paris p. 
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r"r"' und rr*, also anch durch r'". Unter dieser Voraussetzung haben 
also alle durch m gelegte Geraden in ihm einen zweipuactigen Contaet nut 

der Fl; li.j, \ino vAh Ebenen dnn h m scbneidon die Fläche in Curven, die 
in m einen Doppelpunct haben. Diese Sache findet aber nur in singulären 
Pnncten flor nSche statt. 

Die Ebene rr', in der alle Gerade, welche die Oberfläche in eineiu 
g&mhnlichm Pmck, in berühren, äuthalLeu sind, heisst die Taugmtialehem 
der Fläcfie in m. Eine Tangentialebene in einem beliebigen Punct einer 
Flache schneidet daher diese in einer Ourye, die zwei reelle oder imaginäre 
Zweige besitzt, welche sich im Berührungspuncte durchkreuzen. 

Mann kann auch »agei., ila-s die Tangentialebene der Fläche in m der 
Ort der Geraden ist, welche in ihm die auf der Flache gezogenen Linien 
berühren. 

Classe der Oberääehä uenneo wir die Zahl dei' Tangentialebenen,' die 
man durch eine beliebige im Raum gegebene Gerade legen kann. 

17. Wenn drei Gerade, die nicht in derselben Ebene liegen, und damit 
auch alle Geraden dnrch nt, dort die Fläche in zwei zuBnmmenfallenden 
Functen treffen, so h^sst m ein Dnppdpund für diese Fläche, Jede durch 
ihn gelegte Ebene schneidet die Fläche in einer Curve, Cur welche er ein 
Doppelpunct ist; die Tnn!::;pnf:en an die beiden Zweige haben mit der Ciirve 
eine drcipnnctige Berühruug. Es güit daher eine unbegrenzte Zahl voü Ge- 
raden, die im Doppulpuncte m einen dreipunctigen Contaet mit der Fläche 
haben, und der Ort derselben ist ein Kegel zweiter Ordnung (1). Jede 
Tangentialebene dieses Kegels schneidet die gegebene Fläche in einer Carve, 
für welche m eme Spitze bildet. Wir werden im Folgenden zeigen, dasa 
es sechs Erzeugende dieses Kegelt gibt, von denen jede in m eine vier- 
punctige Berührung mit der Fläche hat. 

Es kann sich ereignen, das.s d :i Ivegi 1 ^icli in zwei Ebenen P, Q auf- 
la&t. In diesem Falle sind die ( )-cu lendun ditijenigoa G&radau, wdclis 
durch m gehen und in P oder U üc^cn. Die Ebenen, welche durch die 
Gei'ade PQ gehen, schneiden die Fläche in Curven, für welche m eine 
Spitze ist. Der Schnitt, den jede der Ebenen P, Q macht, ist eine Curve 
mit einem dreifachen Puncto in m. Dies ist sogleich klar, wenn man be- 
achtet, dass jVde Gerade, die durch m geht und in einer dieser Ebenen liegt, 
(iii' (_)1h 1 ll,:irlt(j und fol,2:iich auch die Curve in drei Pitiicten s-elnieiilet, die 
sämmtlicli mit m zusammeatHiien. <Üie Tangenten an die drei Zweige siud 
ebensoviele Gerade, die in m mit der Fläche einen vierpunctigen Contaet 
besitzen. 

Es kann ferner vorkommen, dass die Ebenen P, Q in eine einzige zu- 
sammenfallen, die dann die einzige ist, welche die Fläche in einer Curve 



') Plücicer, Ueher die aUgcmemen Gesetze, nacTi welchen irgend zfvei Filichen 
ptnm Contaet der verschiedenen Ordnungen haien, (Grelles Journal, Bd. 4; 1829. 

Cdkhoka. Oberfla«lieii. 3 
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mit dreifachem Pnncte nt fichneidet. Jede Ebene durch nt gibt in diesem 
Falle eine Cm ve r. it i incr Spitze in diesem Pancte. 

Um diese drei Arten von Doppelpuncten zu unterscheiden, pflegt man 
sie conischm Pmicf. Jh'phinnrpunct, Unijylaiiarptinct \\mncn.^) 

Mau kann noch weituro Verschiedenheiten des Biplauaipuricles unitir- 
scheiden, je nachdem eine oder zwei oder drei Gerade, die einen vierpuuc- 
tigen Oontact mit der Fläche haben, mit der Durchschnittsgeraden der beiden 
Tangentialebenen zusammenfallen; und ebenso des Uniplanarpunctes, je nach- 
dem die drei Geraden mit yierpunctigem Contact yerschieden sind oder zo* 
sammenfallen. *) 

18, Eine Fläche kann auch dreiffMhe, vi^rfnrh(', ■ ■ ■ , hfh'dng rifiJfarhe 
Piincte haben. Ein Pnnct m lir'i.s>t jO-fach. wvwu eine hi'l.\'l>iu diiroli m gi'- 
legtö Gerade in ihm die Fläche in p zusamnjeuiailenuen i'unclea seLnuidet. 
Jede durcb m gelegte Ebene schneidet dann die Fläche in einer Gurve mit 
einem /i>-fachen Punct in m, nnd die Tangenten an die p Zwdge haben dort 
eine (/>+l)-pnnctige Berührung mit der Fläche. Es gibt folglich eine un- 
begrenzte Zahl von Geraden, die mit der Fläche eine (/9i-l)*panctige Berüh- 
run£? In m haben, rmd der Ort dorselbeti ist ein TCeo^d ,«-ter Ordn'ina;. Wir 
werden später zeigen, lia.^s I) V.vx-'vii^'iwlv (lit-si'S Kc^rls mi* der Fläclie 

eine (^-|-2)-punctige Berührung haben. Der Ke^el kann iu gewissen Füllen 
in Kegel niederer Ordnung zerfallen oder auch in p Ebenen, die noch von 
einander verschieden sein ki^nnen, oder zum Theil oder sämmtlich zusammen- 
falten, nnd so vielerlei Arten von /»-fachen Puncten Entstehung geben. 

Eine Fläche kann aber niemab einen vielfachen Punct haben, dessen 
Grad der Miiltlpncltrit die Ordnung derselben übersteigt, denn in «olchem 
Falle wurde jed»' Gerade, die dnrch diesen Punct dnge, m- l'uncto mit 
der Fläche gemein haben, als deren Ordnungä^^ahl ziüüast, das heisst, »ie ^vürde 
vollständig auf der Fläche liegen. 

Hat eine Oberfläche v-ter Ordnung einen v-fachen Punct o> so ist sie 
nothwendigerweise ein Kegel mit dem Scheitel in o. Denn es wttrde jede 
Gerade, welche n mit einem andern Pimcte der Fläche verbindet, vollständig 
auf derselben liegen, da sie Puncte mit derselben gemein bat 



*) Der Scheitel eines Kegels zweitei* Ordnung, ein beliebiger Punct der Dü^^püI- 
curve und ein beliebiger Pnuct 'der Cnspidaleorve einer Developpablen sind Bei* 
spiele dieser drei Arten von Doppelpnoeten. 

•) ScHLAFi- i.r, On the dutrlhuilon of imr/aee* of th» tMrd order vMo $pecie$ 
(Philosoiihiciil Traasactiöoä, IW6) p. 193. 

Welche Zahl von Bedingungen bestimmt eine Oberfl&cbe v-ter Ordnung? 

Es sei ^^_| die Zahl der Bedingasgen, die erfüllt sein mtlssen, damit die 

Fläche einen (/o— l)-fiichen Faoot m hat. Die Geraden, die in m einen p-heken 

(«_1)(«-|_2) 

Contact haben, bilden dann einen Kegel (/»— l)-ter Ordnung» der durch j-g — — 

Erzeugende individualisiert: vird. Wenn man folglich festsetzt, die Oberfläche soUe 
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Eine Oberfläche kann anch yieUacbe Linien haben, das heisst Linien, von 
denen alle Pnncte vielfache Puncte der Fläche sind. ') So haben ivir zum Beispiel 
schon gesehe», dass eine Developpable im Allgemeinen eine Doppelcurve und 
eine Cuspidalcnrve hat. Besitzt eine Fläche eine /»-fache Cnrve i'-ter Ord- 
nung und eine Cuspidalcurvc f-ter Ordnung, so hat dei* Sclniitt, clnn eine 
beliebige Ebene auf der Fläche hp^virkt, eine Zahl von > /o-fadien Puncten 
und V' Spitzen. Eine Fläche Mer Ordnung, die nicht der Camplex mehrerer 
Oberflächen niederer Ordnung ist, kann keine Doppelcurve bewtzen, deren 

Ordnungszahl grösser wäre als ^ '"^ ■ ^ j L — da eine ebene Cucye nicht mehr 

als diese Zahl von Doppelpnncten haben kann, ohne in Cnrven niederer Ord< 
nung «u zerfallen. *) 



in m mit j-g -+ 1 beliebig dercb m gelegten Geraden, die nicht auf 

einem Kogel (/> —I)-ter Ordnung liegen, eine /»-pane^g e fierflhning haben, so wird 

tn ein p-indm- ruiiul. Daraus folgt, ÜM» = ^* 

o(fi_)_l){/,_j-2) 

^fi = '^^^ **** Fl&che f-ter Ordnung eben v-fnchen 

Pmct, so ist sie ein Kegel> der, sobald der Scheitel gegeben ist, durch - j-^— 

BeLÜii-^nügin bestimmt ist Daher ist die Zahl der Bedingnngen, die eine Hilehe 

v>ter Ordnung beadmmeo: 

y(y+l)(i^+2) y(v+8) _ »(v^ßv-t-ll) _ (i«+l)(>+2)(k+8) 

1.2.3 1.2 "~ 1.2.3 — 1.2.3 ^* 

Biese Zahl beKeiehii-:n v. ii- im Folgenden dureh das Symbol In der 

That ist IT(>')'f-l genau die Zahl der Coefficienten in einem vollstAndigen Polynom 
y-ten Grades zwischen drei Variablen. 

') Eine Cnrve ist /»-fach, wenn sich in derselben p Schalen der Oberflaohe 
schneiden, und diese bat folglich in jedem Puncto der /t>-&cben Linie p Tangen- 
tialebenen, (las !;ciiAi, ilir Ort der Geraden, welche in diesom Puncte einen | !)■ 
fachen Coutact mit dui Flüche baben, ist aus p Ebenen gebildet. Hat al«o 
eine Fliehe v^ter Ordnung z, B. eine Doppelgerade r, ao ist jedär Puuot derselben 
ein BIplanarpunet. Eine beliebig doroh r gelegte Ebene P schneidet nttmlicb die 
Fl&cbe in einer Gurre (>'->2)-ter Ordnung, die (v— 2) Puncte mit r gemein hat« 
Efl sei a einer di«^ser Pnncte. Jpde Gerade durch a i" der Ebene P gezogen hat 
dort drei xusauimcnfallcude Puncte mit der Flä«bo gemeinf iolgiick aertililt der 
Oscalationskegel in a in swei Ebenen, deren eine P ist. Legen wir nnn durch 
a eine beliebige Ebene Ef so schneidet diese die Fläche in einer Curre mit 
Doppcl] iitiot m o; eine der respective« Tanp:cntea ist die Ger.nde FE, die 
andero bestimmt sich als Üurch-chisitt voi; E nml di r zweiten Tangentialebene i" 
der Oberfläche in a> Die Ebenen /', /' alud derait vcibundcn, dass Jeder Lage 
der dnen v— 2 Legen der andern entsprechen, folglich finden 2(i'— 2) Lagen statt, 
Ar welche P; P zusammenfallen {Einleitung, ISt. 83), es gibt also 2(v— 2) Uni- 
plaaarpuncte auf der Doppelgeraden r. 

•) Mnieitung, 2ir. 36. 

2 • 
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Hat ein Kegel ausser seinem Scheitel o noch einen andern ^-fkchen 
Punct so Ist die Qernde alt eine /'-fache Gerade. Dies ist augenschein- 
lich, wenn man beachtet, dass der dnrch eine Ebene, die beliebig durch 
oh gelegt ist, entstehende Schnitt fn b einen p-i&ihm Funct haben muss, 

Tind das» aitsserdcmi der Kegel ans Geraden bo«!^oli(, dt? p?immtllch in o «u- 
sammeiilauf^-n, dn.ss also p dieser Geraden m'w. zusammentailen. 

19. Wir imbeu gesebea, dass die Tangentialebene einer Fläche in einem 
gewöhnlichen Puncte derselben die Fläche in einer Ourve schneidet, für 
welche der Beruhmngspunct ein Doppelpunct ist. Schneidet umgekehrt eine 
Ebene die Fläche in einer Cnrve mit Doppelpunct in m, und ist dieser kein 
Doppulpiinct der Fläche so berührt die Ebene die Flache in m, weil 
alle Geraden, die in der Ebene durch m geben, dort einen zweipunctigen 
Contact niit der Curve also ancli mit der Flache haben. 

Abt-r eh liesteht ein weif. alltrempintTes 'riicorem. Haben zwei be- 
liebige Fiädieu einen genjeinscliaüiichen Pimct m und in. ihm dieselbe Tan- 
gentialebene, das heisst, herühren sieh die beiden Flächen im Puncte m, so 
schneidet jede Ebene, die dnrch diesen Pnnct geht, die beiden Flächen in 
zwei Linien, die sich in m berühren ; diese Ebene hat also in m mit der 
Dnrchschnittscitrve der beiden Flachen eine zweipunctige Berührung, das 
heisst soviel, als, die Curve hat in m einen Boppelpimct Die gemein- 
schaftlielie Tangentialebene schnoidet beide Flächen in Curven, die in in oin^ u 
DuppülpuBCt b^sitzäu, und Imt folglich dort eine vierpuDCtigc Berührung mit 
der Durehsdbnittscurve beider Flächen. In dieser Ebene liegen die Tan- 
genten an die beiden Zweige der Curve, und diese beiden Geraden haben 
jede, wenn man durch sie eine schneidende Ebene legt, mit der Sobnittcurve 
eine dreipunctige Berührung in m, das heisst, die Scliuitte der beiden Flächen 
oscnlicrcn sieh iti rlresem Puncte. Fallen beide Tangenten zusammen, das 
heisst, liat die Curve im Puucte in cme Spitze, so sagt man, die beiden 
Fläüheu haben eine stationäre Berührung. 

Gäbe CS in der Tangentialebene dnrch m noch eine dritte Gerade, so 
das« die durch selbe gelegten Ebenen die beiden Flächen in Curven schnitten, 
die sich oscnlierten, so hätte die Sclinittcurve beider Flächen in m einen 
dreifachen Punct, folglich hätte jede Ebene durcli m in ihm einen drcipnnc- 
tigen Contact mit der Cnrve, dass heisst, sie sclinitte die beiden Flächen in 



') Bo schneidet snm Beispiel eine Ebene, die duroh eine Q«neratrix einer 
Developpnblen /o-tcr Ordnung geht, diese Ftftehe in der Ei%c i a and einer 

Cnrve {p—\^■U'•: Ordnung, welche von der Geraden in einem Puncto osculiert 
wird und in p—'k andern Puncten geschnitten. Äb«r die»« Punote sind keine 
wirklichen Bcrfthrnngapuncte. Der erste geh5rt der CuspidalcUTve, die andern 
der Doppelcurve an. 

Hat umgekehrt die gemeinschafitllehe Curve scwc^cr Fl&chen einen Doppel« 
punct, der weder ffir die eine noch die andere Fläche ein Doppelpunet iat, so 
berttbrou sieh die beiden Oberflächen in diesem Puncte. 
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Cnrven, die sich osculieren. In diesem Falle sagt man, die heidm Fläclim 
osnth'crcii sic/i in m. ') Sie haben in m die beiden Osculieienden gemehi, 
und die Tangentialebene hat io diesem Punclej da sie beide Flächen in 
Curv6D mit Doppelpunct in m und duiselbeu Tangenten in diesem runcte 
schneidet, eineo sechspnnctigen Oontact mit der DurchschDittscui've beider 
Fläehen. Die Tangenten an die drei Zweige dieser Carve sind die Geraden, 
dnrch welche die Ebenen gehen, welche die Flachen in Curven mit vier- 
pnnctigeni öontnct in m schneiden. 

20. Zwei Flächen von den Orflnimgcn v,»»' werden von einer willkür- 
lichen übetje in zwei Curven geschnitten, welche yv' Pancte gemein haben. 
Beide Flächen sehuaid^n sieb aUo in aimi- Curve »y'-t^r Ordnung. ^) Da die 



Im AllgcmeiucB sagt man, zwei Flächen haben in einem Puncte m ein^n 
Contact der Ordnung p, wenn eine willkQrlicbe Ebene, die durch m gebt, dieselbe 
in zwei Curren achneidet, die dort eine (/>-{' i)-ptinctige Berührung haben. Die 

Durchschiii'tscurve beicler Flitchen hat dann In in einen (/0-|-l)-laehen Punct 
(Prfi'K^-T;. (T. a. 0. S. 351.) Man sieht leicht, cUss, wenn eine FlHche mit einer 
andern gt^ülicnca i'iache eine Berührung ,o-ter Ordnung in cnicm eheafcilk gegebe- 
nen Puncto eingehen soll, dies dfi=;>fllbe ist, als ob sie durch ^P'^^^^P^'^^ 

(hier inicruüicii nahe) Puncto gehen uiüsste. 

Duicii die Curvß der Oidnung v*, Ouioiisobnitt sweier Flächen v-ter Ord- 
nung, geht eine unbegrenxte Zahl aaderei' Flächen deraelben Ordnung. IMee be- 
weist man, indem man beaoKto:, dass entweder die gleiche Eigenschaft iiir die 
Cnrvc Platz greift, die aus dem Duchschnitt beider Flächen uui i h «»ine beliebige 
Ebene entsteht, odei aueb, das«, wenn (/^O, F = 0 die Gi<iicbuugen dieser Flächen 
sind, die Gleichung U-^XV — 0 fQr jeden Werth des Parameters k eine Fläche 
repräsentiert, welche darob sämmtlicbe gemeinscbafUicbe Puncto der beiden ge- 
gebenen hindurchgeht 

Wir Imhcn anderwErts (18) bewiesen, dass eine FÜlcli:^ ••-tcr Ordnung durch 
TXiy) BedinguDgea gegehä» ist. Durch beliebig itn Kaume gegeb@na Puncle 
gebt also eine Fläche v-ter Ordnung, aber auch nur eine einsige, weil, sobald 
durch diese Ponete swei Flächen dieser Ordnung gingen, in Oemü^s der eben 
bemerkten Eigenschaft, sich eine unbegronste Zahl anderer ebenfalls durch die- 
selben beschreiben liessen. 

Durch gegebene Puncte lässt sieh eine unbegrenste Zahl von Flächen 

v^ter Ordnung legen, Ton denen zwei sioh in einer Curre v*-ter Ordnung. schneiden, 
die dnrch alle jene Puncto geht. Durch diese Gurre gehen unsählig viele andere 
Fi^cht^n derselben Oi dnung, nämlich die, welche die gegebeneu Fnncte enthalten. 
Also habe» wir den Sats: 

AÜA Flächen u-ter Ordnung, welche durch 1 htlklitj t/eg$bene Ptmete 

gehen, scfineiden sieh ai^ einer und derseüen Ourve v^-ter Ordnung, 

oder auch: V[(y) — 1 beliebig gegebene Puncte be>tinimcn eine Ctirve der u'-tcn 
Ordnung-, durch die eine mibcgrcn/.tc Zahl von Füichcn v ier Oidnung geht. 
Pi.ücKn:tt> hecherches mr hs mrjmei algehriques de iinn les degris (Annale^ de 
Math^matlqnes par Oergonne, T. 19; 1828— 1S29). 

Der Complex aller Flächen v-ter Ordnung, die durch dieselbe Oorre v'-ter 
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Tangi iitn fliospr Cnvve in einem beliebigen ihrer Pnnete dort beide Flächen 
hei'Ulirun iiiuss, so ist sie der Durchschnitt der Ebeneo, 'welche in demselben 
Pttncte beide Flächen berühren. Die Doppelpnncte der Ci^rve sind, wenn 
sie nicht Doppelpuncte für eine der beiden Flächen sind, BerUhrungspnncte 
derselben. Schneiden sich die FJtlchen in zwei getrennten Curven, so 
isf jLrlin- gemeinschaftliche Punct dieser Cnrven ein Berührungspunct der 
Flächen. 

Ii5t ein geineiuschattlicher Punct Zweier Flächen für (1i>' < rste ein /»-facher 
für die zweite ein /O'-fftdier runct, so ist er für die beiden Flädieu gemein- 



Oidaung g«hea, heilst eia Fiäelienbüitchel V'Ur Ordnung, Durch euien beh'ebig 
im Banm gegebenen Punct geht nur eine Fläche des Büschels. Ist umgehebrt 
ein Conplex von Flächen v-tcr Ordnung l gemoinschaftlichoa Bedingungen 

unterworfen und eo beschaffen, das» GnrcTi cir.en v. iinvü!llf']u n Pnrct Ac" Ratimf»s 
nur eine Flächo gtki,, so ist die Qorre, die zweien von ihnen gemein ist, allcu 
gemein, und der Complex bildet Sin BOsoheL Die Tangente der ^osis-Cbrve, 
gemeinschaftliche CorVe aller FlKchen des BftsehelSf in einem beliebigen ihrer 
Pnticte liegt in- der Tangentialebene jeder Oberdäche dos BOschels; also gehen die 
Ebenen, welche die Flächen eines Büschels in demselben Pimcto t der Basis- 
Cuive h«rübren> dnrch ein und dieselbe Gersde das hejsst, sie bilden ein Ebenen- 
bflscheli Jeder ^&che des Büschels entspricht eine Tangentialebene, ebenso ent^ 
spricht nmgekehrt jeder Ebene dnrch < eine FlOche des Bfischels, nAmlioh diejenige 
PiRche, welche durch einen Punct der Ebene geht, der unmittelbar !irn;ic"hbart f 
ist, aber aui'^prhilTt C liegt. Wir sagen deshalb, dns Flärhonbüschel und das Bfnchel 
der_Tangentialebenen sind projcctivisch, und wir verstühen uater Dopjpeherkaitn'm 
von mar Fiächm det BüscheU das Doppelverii&ltniss der vier entsprechenden Tan- 
gentialebenen in einem beliebigen Punete der Basii^' urxo. Z^u:; Fl&chenbftscbel 
kann pmj'^rlirisch normen, wf^iin <\w Bfi^fhol der Tangoiitialdionrn in einem 

Puncto der lksiseurve des ersten Büschels dem B&schel der Tangentialebe- 
nen in einem Pnncte der Basiscorre des zweiten Büschels projeetivisch ist, oder 
auch, wenn die Fliehen des ersten Bfischels eindenttg den Fl&dien des andern 
Bfischels entsprechen. 

Ein Flüchcnbfiscbel wird offenbar durch eine Ebene in Cnrven geschnitten, die 
etu Bflitchel bilden. 

Man kann femer leicht die Zahl der Punete finden, welche die Curre V|Ve-ter 
Ordnung bestimmen, die den Durchschnitt sweier Flächen der vi-ten und vi-ten 

Ordnung bildet, > vorausge?f>tzt. Die beiden Flächen so'on Fi, Fz und es 
sei F eine beliebige Flüche von der Ordnung vi — vj. Die Curvc ui^-fcr Ordnung 
in welcher die Fläche F\. das System der Flächen FtF schneidet, ist die Baus 
eines Bfischels Vi-ter Ordnung, man kann also durch sie nnd darch einen andern 
beliebig im Banme gewfthlton Punct eine neue Fläche Vi-ter Ordnung legen. 
kann aber, tli sie ganz willkürlich ist, Itfwj — v») Btrlingnng^en genO^f^n , f l^licb 
kann man dmoli die Gurre FxF» und durch IKvi— viJ4-l Punete eine Fläche 
vi-ter Ordnuug legen. Aber eine Fl&che dieser Ordnnag ist durch ^(i't) Bedingungen 
gegeben,fo1glioh enthalten alle Fl&eben V| -ter Ordnung, die durch H (v{)-^% {vi — v<) — 1 
beliebig Pnncte der Cnrve Viv^-ter Ordnung gehen»' diese ToUstKndig. Diese 
Cnrre ist also dnrch obige Zahl von Bedingungen gegeben. Jacobi, Dt rdatio- 
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schädliche Curve tin f-n'-fv/ihar Piinct. Denn eine beüeliig durnh ihn gc- 
kglo Ebene ficlmeiiiel lieide FlÄcheu längs zweier Cuiveu, die iu diesem 
Puncte bezfiglich p und />' sich kreuzende Zweige besitzen und also 
dort pp' zQsamroenfallenden Functen Haben. Wäre der gemeinschaftliche 
Panct für beide Flächen ein />-facher Panct, nnd hätten beide daselbst den 
nämlichen Osculationskegcl, das ist den Ort der Geraden, welche dort die 
Flache In p^l unmittelbar folgenden Piincteii treflen, so hätten beide Schnitt- 
linien den /»-fachen Punct und die p Tangenten gemein also auch p''-\ p zu- 
samnienfulläude gcuieiusame Puucte; c» wäre fulgUeh diesev PuQCt für die 
beiden Flächen gemeinsame Curve eiu ^ (/>-}- l)-facher Punct. 

Wenn zwei Flächen sich berühren, sich osculteren, . . . längs einer 
Cnrre, das heisst in allen Puncten einer Curre, so muss diese zweimal, 
dreimal, ... bei den vollständigen Dui < lisclmitt gezählt wei'den. Das ist 
klar, wenn man beachtet, dass eine beliebige Transve:s<ilebene beide Flächen 
in Cnrven schneidet, die nn^er sich soviclc zwcipnnctige, dreipunctige, . . . 
Contacte haben, als die Ordnung dieser Curve gross ist. 

Ist eine Curve £0r eine Fläche eine /»-fache Carve und für eine andere 
Fläche /»'-fadi, so muss man sie bei der Dnrchschnittscurve beider Flächen 
pp'-mal zählen. 

2t. Nimmt man als für sich klar an, dass die Zahl der Puncte, 

in denen eine Ciuve v-tcr Ördnmig von einer Fläche v'-tct Ordnung ge- 
schnitten wird, nur von den Zahler, v rnd v' abhängt, so lc;mn man schlieüsen, 
dass die Fläche die Curve in v/ Funden schneidet, weil dies die ^iilil der 
Purehscbnittspuncte wäre, im Falle die zweite Oberfläche aus v' Ebenen 
zusammengesetzt wäre. Es folgt daraus, dass, wenn eine Curve v-ter Ord- 
nong mehr als fv' Puncte mit einer Fläche f'-ter Ordnung gemein hat, 
dieselbe vollständig auf der Fläche liegt 

Ist ein Punct für die Curve />-fach, (i\r die Fläche /»'-fach, so ?ählt er für 
pp' Biii-ohcchnittspnncte. So trifft zum Beispiel ein Kegel p'-tev Ordnung, 
desJ^'. ri Schi iti;! in einem ,ö-fadieM Punct einer Curve v-ter Ordnung liogt, 
diese letztere in noch weiteren vp'—pp' Puuctßn. Der Ferspectivkcgül der 
Curve nämlich, der seinen Scheitel in diesem Puncte hat (13), ist von der 
(v— /»).ten Ordnung und schneidet folglich den ersten Kegel längs p'{v—p) 
Generatrizen. 



nibiiSf qua& locmi liabür& debmi itUer jauncia inleneclionU ele. (Grelle« Joura»!, 
Bd. 15 j 1S36). 

vfv4-3) 

So ist zum Beispiel eine ebene Curve >-ter ÜiJi.uii^ durch - — - — ~ — Puncto 

be'^tiiutni; die DurchschaiUsäurve r>it?i?r QuadriÜilcliö mit einer Fläche >-ter Ord- 
nung iät bestimmt durch v{v-\-2) Puncto^ die DurchscUaittscurve einer cubiüchdu 
Flftdie, das beisst einer Flilche dritter Ordnung, mit einer Fläche v-ter Ordnung 

ist bestimmt durch ^ j* ' ^^ Pnncle} n. s. w» 
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Man sagt eine Ourve und eine Fläche kahen «ut«n zueipunetigen Contaetj 
wenn sie zwei nnendlicli nahe Pancta gemein haben, das heisst, wenn eine 
Gerade sie beide in demselben Functe zweipunctig berührt; sie haben ferner 

einen r?mprfr?e%c?i Contact, wenn sie drei unev.dlich nalio Puncte gemein 
haben, dti« lieisst, wenn eine Edene die Curve in demselben Functe oscu- 
liert, ia dem »ie die Flüche bei-Uhi-t^ u. s. w. 

Der Durchschnitt zweier FlSfihen vi-ter und i/^ter Ordnung ist eine 
Curve ytvt'ter Ordnung, welche mit dner FlSiche vs-ter Ordnung Hv^v^ 
Functe gemein hat. Drei Flächen von den Ordnungen vi> H» H haben daher 
vwtVi gemeinschaftliche Diuchschnittspunete. ') 

Hätten drei Flaclien einen gemeinscliaftliclien Berühningspunct, so zählte 
dieser als vier Dmclischnittspnnctf», Denn die Curve, die den beiden ersten 
Fläclien gemein ist, bat mit der gemeinscbaftUcheu Tangentialebene und 
olüo au(}U mit dar dritten Fläche eine vierpanctige Berührung. 

22. Zwei Flächen v-ter und v'-ter Ordnung mögen eine Berührung (/>— l)-ter 
Ordnung längs ^ner Carre /<-ter Ordnung haben, dann schneiden sie sich ausser- 
dem noch in einer Cum (vv*— /»jtt)'ter Ordnung. Eine Fläche der p"-len Ordnung, 
diä mit der ersten Curve im Piincte o eine tf-punotige Berührung hat. sLlincidet 
diese in andern v"/^— <rPuncten, und trifft die zr,-?!te Curve in v"{vv'—p!' ) cten. 
Folglich haben die beiden Ci>rven, in denen die Uiiiie Fläche die beiden ersten 
schneidet, it"fi^ff ^-punciige. Contacte und pß) einfache Durch- 

Bchnittspuncte. Da nun die gemeinschaftlichen Functe dieser Curven die- 
jem'gen sind, in welchen sich die drei Flächen schneiden, so haben die CntTcn 

v> 'v"—,o(v'>—a)--v"(>'v'— /»/«)— pff 
aiifViiianderfallende Durchschrifftpnncte in ot das heisst die beiden Cnrren 
haben in o einen /?<J'-punctigiMi ( 'i iif.ict. 

Der Satz läs&t sich nicht anwenden, wenn = ! und 1 ist. Eine 
Developpable v-ter Ordnung wird zum Beispiel von einer ihrer Tangential- 
ebenen längs einer Generatrix bei'übrt und von derselben in einer Curve 
(v— 2)-ter Ordnung geschnitten, welche die Generatrix in einem Functe a 
berührt und sie in andern v — 1 Pnncten schneidet. Eine andere Ebene, die 
anch durch die Generatrix geht, ecjineidet die abwickelbare Fläche in einer 
Curve der (y — i) tcn Ordnung, die in o mit der Generatrix 1 — (v— 4) 
Functe gemein hat, das iieisst, diese Curve wird durch die Generatrix osm- 
liert, wie wir schon anderweitig gesehen haben (13). 



t) Dies entspricht, dem analytischen Factum, doaa di'ei algeWaisehen Gleichungen 
des vi-ten, Vi>teu, i'a-ten Grade» «wischen drei Variablen gleichzeitig durch ViVtVs 
Systeme von Verthen dieser Unbekannten genügt wird. 

3) DupiK, Dioetoppementtf p. 231. 
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CAPITEL IV. 

OBERFLÄCHEN ZWEITER ORDNUNG. 

23. Eine Flache liclsst. von der zweiten Ordnung, oder eine Qnudri' 
ßdchfi (15), wemi eine lidiebii^'r (u iade sie in zwei (reellen, imagiüäreii, ge- 
ti-cnnteii, zusariimeufallcüden) Fuucieu trifft, oder auch, wean eine beliebige 
Ebene sie in einem Kegelechnitt oder eiaer Linie zweiter Ordnung (die reell 
oder imaginär sein kano) schneidet. 

Hftt eine Gerade mit der Fläche drei Puncte gemein, so liegt sie voll- 
ständig auf derselben^ und eine Fläche enthält also die beiden Geraden voll- 
ständig, welche sie in einem beliebigen Piincte m (Iß) üscullcren. Diese 
Geraden bilden den Durchschnitt der Fläche mit der Tan^entialehenp in m, 
da eine Gurve aweiter Ordnung mit eiuem Doppelpu&ct Bich noth wendiger- 
weise in zwei (reelle, ira«|^näre, getrennte, zusammenfallende) Gerade g, g* 
auflöst. 

Wir nehmen zuerst an, die Geraden ^, g' fielen zusammen. In diesem 
Falle berührt die Ebene die Fläche in allen Pnncten der Gerade g. Eine 

andere durch ff gelegte Ebene schneidet die Fläche in ein^r nenen Geraden, 
welche die erste in einem Puncte i schneidet, der (ur die l'l;ichf ein D- pp al- 
punct ist, da diese in ihm von beiden Ebenen berührt wird (17). Aber 
eine Fläche zweiter Ordnung mit einem Doppelpunct ist ein Kegd mit dem 
Scheitel in diesem Puncto (18), und es fallen daher in jedem Puncte m die 
beiden Geraden ^, g* in eine einzige zusammen. Hieraus folgert sich : Hat 
eine Qaadrifläche einen parabolischen Pnnct, so und alle andern Funete der- 
selben ebenfalls parabolische Puncte, und die FlSche ist cni Kegel. 

24. Es seien jetzt die Geraden ^, 51', die dem Puncte in / iiuMjhören, beide 
reell und von einander verschieden. Eine Ebene, welche uurch g gelegt ist 
und durch einen beliebigen Punct a der Fläche, schneidet diese längs einer 
neuen Geraden Ji', die durch » geht; and die Tangentialebene in ti, die schon 
die Gerade h' enthält, enthält ausserdem noch eine zweite Gerade hf die 
durch n geht und auf der Fläche liegt. Hat folglich eine Qnadriflache einen 
hyperbolischen Pnnct, so sind ihre simmtlichen Puncte hyijerbolisch. Wenn 
daher eine Quadrifläche eine reelle Gerade enthält, so liegen auf ihr auch 
noch eine unbegrenzte Zahl anderer und, den Fall ausgenommen, dass die 
Fläche ein Kegel ist, gehen durch jeden Puuct der^solben zwei Gerade. 

Lassen wir, wie früher, um die Gerade g eine Ebene rotieren, so haben 
wir für jede Lage dieser Ebene eine Gerade A', die g in einem Funete 
trifft, in welchem die Ebene die Fläche berührt. Dieser Punct ist füi / vei 
Lagen der Ebene nicht mehr derselbe, also auch nicht fiir zwei Gerade h', 
weil die Fläche, da sie kein Kegel ist, nicht drei Gerade zulässt, weiche 
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anf ibr liegen and in demselben Pnncte zusammen laufen. Daraus, dass 
zwei Gerade h' die Gerade g in verschiedenen Pnncten treffen, folgt, dass 
sie niemals in dieselbe Ebene fallen können. Wir sagen, dass alle diese Ge- 
raden h\ zu denen auch g' gehört, «u» System geradliniger Oenerairixen der 
Fläche bilden. 

lias.seo wir jetzt ebenso eine Ebene um g' rotieren, so erhalten wh- 
analog m mvUr^ Sifst^tn gei'odUiUgor Gemrairisrnh dei'&elben Flüche, die 
ebenfalls zn zwei und zwei nicht mehr in derselben Ebene liegen und die 
sämmtlich von den Erzeugenden des ersten Systems verschieden sind, weil 
sie saromtlich g' schneiden. Unter diesen neuen Geraden befindet sich auch g» 

Anf diese Weise enthält die Flache zwei Systeme von Geraden.') Durch 
jeden Punct der Flüche geht eine Gerade des einen und eine Gerade des 
andern Systems, und es enthält also jede TaHgentialebf tie eine tieiMde aus 
federn Systeme* Der Durchschoittspunct zweier Geraden aus verschiedenen 
Systemen ist der Fanct, in welchem die Fläche von der Ebeuo berUhrt wird, 
welche die beiden Geraden enthält. Zwei Gerade desselben Systemes liegen 
nicht in derselben Ebene, aber jede Gerade des einen Systems schneidet alle 
GevaLlüi des andern. 

Um CnnfHsion in der Sprache zu vermeiden, ist es gut, die Geraden 
des einen Systems Gmeratrixen^ die des andern Systems Direetrixen zu 
nennen. 

25. Wenn wir jetzt den dritten Fall betracbteu, da^s nämlich die Ge- 
raden g, g* iroa^när conjugiert sind mit reellem Darchschnittspunct^ so können 
wir geraden W^s scbliessen, dass, wenn eine Quadrifläche einen elliptischen 
Pnnot bat, alle ihre Puncte elliptisch sind. ^) In diesem Falle kann man 
sagen, dass die Fläche zwei Systeme von Geraden enthält, die sämmtlich 
imaginär sind, inul dass jede T^ngent'alobriie dir: Fläche in zwei imadnären 
Geraden .•'■clmeidel, die sich in dun reellen l-5iji-iihrnn.!»s|>i>nc.te kreuzen. 

DadiucU zerfailen dia Quadiitiachen in drei wuliiuntertJclxiedene Arten* 
Flächen mit hyperbolischen Functen, Flachen mit elliptischen Pun<^n, Flächen 
mit parabolischen Punoten oder Kegel. 

Die Flächen der ersten Art bilden das einfachste Beispiel derjenigen 
Flächen, welche durch Bewegung einer Geraden erzeugt werden und nicht 
abwickelbar sind (Wincht^i^e Flächen}. Die Oberflächen der drei Arten 



1) Wkbv, Oeneratio eorpori$ eyUndroidU hpperboUoi ete. (Philo«. Traos. 1669» 
p. 961)- Mau vgl. Journal de IMcoIe polyt. cah. I 1794) p- 5« 

D; riN , J)(''-''lopp/'meJif<^ , p. ?09. Im AUg' nn inen haben die Fläclioti von 
höherer Ordnung als der zweiten eine Ecgion, deren i*uncte '^ämmtlich hy^ierbolisch, 
und eine andere, deren Puncte alle elliptisch smd. Beide Ivegiuuen werden durch 
die parabolisdie Curre, den Ort der parabolischen Pnncte, getrennt. GnBooimB, 
De Iii CO / iure det tur/aoe» emtrbet (Annales de Gcrgonne, T. 21. 1830-^31, p 233). 

PoNOBLBT , TnUU de» prejßnetd» pr^eetives de* figuree, (Parts 1S22}. 
Art. 594. 
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Ufisen verschiedtme Foraicn zu, die sich nach der Art des Schmttes cUssifi- 
cieren lauen, den die unendlich entfernte Ebene macht, wie es bei den Kegel- 
schnitten der Fall i»t. *) 

Die Flächen der ersten Art erstrecken sich, da de ans Geraden ge- 
bildet sind, ins Unendliche, aber die Ebene im Unendlichen kann entweder 
in einer Cm vo «iclmeiflen. of^er berühren, tk« hels^t. in zwei Geraden schnei- 
den, Tin ci-st<Mi Falle h-Asst dir Flache wuidaciii^f^'M oder emmanteltges 
Hijperbüloid ^ im zweiten F;;llt.i uiiaUchiefes oder liypcrbulüchüs l'araholoid. 

Die li'läeben der zvrv.hm Art erstreciceu sich entweder nicht ins Un- 
endliche (SSUpatdd), oder werden von der unendlich entfernten Ebene in einer 
Cnrre geschnitten (SSvmmtmttUgw SffperhoUndJf oder werden von derselben 
in einem Pnncte berührt fMliptuche» FarabohidJ. 

Die Flachen der dritten Art haben entweder den Scheitel in end- 
ficher Entfernung, (Kegel in der eigentlichen Bedeutnne des W( rtes), oder 
ihre Erzeugenden sind parallel (Ciilhd''r). Im letzern Falle heisst der Cy- 
linder, jenachdera die unendlich entfernte Ebene die Flache in zwei reellea 
verschiedenen, in zwd imaginären oder in «wei reellen zusammenfallenden 
Oeraden schneidet, hyperbcM8<^ üHpHtchf pcwaholU^*) 

26. Wir wollen jetzt die Quadriflächen der ersten Art betrachten. Drei 
Gerade des einen Systems, die wir a!s Directrisen ansehen wollen, genSgen 
dann, dieselbe zu individualisieren. Denn durch jeden Punct der einen von 
den drei Geraden, kann man eine Transversnle Iec:cn, welche die andern 
beiden trifft, und alle analogen Transversalen öind die C4eneratrixen der 
Fläche. ^) Aus drei Geueratrixen leiten wir in ähnlicher Weise die Direc- 
trixen ab.*) 

Zwei beliebig gewählte Directrixen werden von allen Generatrtxen in 
Puncten geschnitten, welche swei projectivische Punctreiben bilden. Dies 



') Ein KegelscliDitt heisst llyperlel, ElUpae, Parabel, je nachdem seine Funete 
im Unendlichen rcc-M unri rorscliifitlen, imaglnUr sind etler r.usnmnipnfallen. 

S) EüiiEJi, JiUroductiü in anali^isin Injinitoruni. Tom. 2. app. cap. b» 

9) Es ist sehr leiobt auf die Frage su Antworten, von welcher Ordonng der 
Ort der Oeraden x ist, welebe drei Gerade fj, h, k echneidon. Es sei t eine belle« 
liige Transvcr^iile, tlann ist die Ordnung der Fläche gleicl; der Zahl der Gerüdcn 
vrelche die vier (ieraden ^, /i, kf t schneiden. Von einem beliebigen Puncto g von g 
siehe man eine Gerade, die h und auch < in t triift, und ans demselben Pun<Ae g ziehe 
man eine sweite Gerade, welche k und auch i in t' trifft. L&sst man g auf vertieren, 
so erseugen dio Puncto 1, V scwei projeetiriscfae Poncbreihen. Die beiden gemein- 
scbalUtchen Puncte derselben geben die beiden Greraden . die alle vier gegebenen 
g, hf k, i aebaetdoD. I>ie Fl&ebe ist also von der zweiten Ürdnuag. 

4) ESs folgt auch, dass die Fl&die durch swei Directrixen und drei Puncto eben- 
falb bestininit ist, da man, wenn man durch diese drei Puncto die Generatrizea 
/.iclit, die drei Paare entsprechender Puncto erlifllt, die nothwendig a!jer auch hin- 
reichend sind, um die pn^eetivischen Punctieihen xu individualisieren. 
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ist klar, wenn man beachtet, dass von einem beliebigen Punct clieser Dirco- 
trix nur eine einzige Generatrix ausgeht. ') Es ist folglich das Doppclver- 
hältniss von vier Ptirscten, in welchen vier feste Q-eneratrlxen eine Directrix 
schudideu, constant für jede beliebige Dirootrix. 

Dem iioalog bestimmen zwei Birectrixen mit allen Generatrixen zwei 
projectiviache EbenenbQschel. £» ist also das Doppelverhältniss von vier 
Ebenen, welche bezüglich iwch vier feste Generatrixen gehen nnd sich 
säromtlich in derselben Directrix schneiden« constant für jede beliebige 
Directrix. 

Umgekehrt bilden die Geraden, welche die entsprecheiifltn Puncte zweier 
projectivischer Pmictreihon verbinden, die nicht in derseiben Ebene liegen, 
eiue ITlächu zweiter Ordnung. E& seieu h die beiden Geraden, g, l| irgend 
zwei entsprechende Puncte, und g' der Funct, in welchem g von der 
Geraden getroffen wird, die von ^ ausgeht nnd eine willkürlich fixierte 
Transversale t schneidet. Lassen wir ^ variieren, so erzengen die Puncte 
0' zwei projectivische Ponctrti! h rmf und die denselben gemeinschaft- 
lichen Puncte gebp's di? heidin Geraden, welche correspondierende Puncte 
vön (j, h vorbinden und von t gesclinitten werden. 

Sobald die beiden Geiaden iu den eutspreeht^uden Functeu iu propor- 
tionale Stücke getheilt werden, so ist die erzeugte Fläche das windschiefe 
!Paraboloid. ') 

Auch die Darchschnittsgeraden der entspredienden Ebenen zweier pro- 
jectivischer ßüschel bilden eine Fläche zweiter Ordnung. Denn eine \n\X- 
kürliche Ebene schneidet die Ebene der beiden Bü-chel in Geraden, die 
zwei projectivische Strahlenbüschel bilden. Uie entsjuechendwi Strahlen der- 
selben erzeugen, indem sie äieU sebueiden, eine Curve zweiter Ordniuig, es 
\nxA also die fragliche Fläche von einer beliebigen Ebene in einer Corve 
zweiter Ordnung geschnitten. ') 

1) Bi^^'ik'n wir, dass jod« DireoUix eiuea Puuct im Uaendliob«a luit, durch 
den eine Generatrix gehca mass, so sehen wir, dnas fttr das windschiefe Hyperbo- 
loid jede Directruc uotor den Generatrucen eine Parallele hat. Die Ebene, welche 
zwei parallele Gcratlr> onthii^t. 1 ine Generatrix und < i n.' DIi - ctri.x, li. rahrl in einem 
nnendltch entfernten Puncte, und hcisst deshalb Aisyni^iotcncbenn. im •wlncUchiefon 
Faraboloid dagegen enthält die unendlich entfernte Ebene, da sie die Fläche borütirt, 
eine Generatrix, anf der alle unendlich entfernten Puncte a&mmtUcher Direotrucen, 
und eine Directrix, auf der alle unendlich entfernten Fanete s&mmtlicher Genera- 
trixen liegen. In diesem Falle schneidet also jede Asymptoteni^hene die Fläche in 
einer einzigem Gcruden in endlicher Entfernung und alle Asymptotenebonen biildon 
swei parallele ^benenbü»chel. 

2) Weil die Flache, da die unendlich entfernten Puncto der beiden projeott- 
risidien Pnnetreihen correspondierende Puncte sind, eine Generatru in unendlicher 
Entfernung hat. 

3) Steixeii, Sysie»uUü^i& Entwichcluug der ÄbhängighoU geoHieiris<iJier öfl- 
staUen w^n einander. Berlin 18S2. § 51» 
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Liegen die beiden gegebenen Geraden, durcli we!cbp die Ebenen der 
beidfn projectivischen Büschel liindurchgolien, in derselben Ebene, die sich 
nicht .selbst entsprdülien müge, so ist die erzeugte FläoUe ein Quadiikegal, 
dessen Scheitel b dem gemeinschaftlichfen Durchschnittspuncte der gegebeoen 
Geraden liegt (5). 

27. Zieht man von einem beliebigen festen Pnncte 0 als Pcl eine Trans- 
versale die eine gegebene QuadriflSche in zwei Ptin ton a,, Os schneidet, und 
sucht den in Bezug auf tti, conjngierfen harmonischen Punct tti von <r, 
was ist d!inn der Ort der Puncte, die allen Transversalen entsprechen, welche 

von 0 avisgr'!i(:n V 

Jede Transversale eutbält einen einzigen Jfunct m, und dieser Punct 
kann auch nicht auf 0 fallen, weil 0 als nicht auf der Fläche befindlich an- 
genommen war. Der gesnchte Ort ist also von der ersten Ordnung, das 
heisst, eine Ebene. Man nennt sie die Polar^ene des Poles 0, *) 

Nimmt man den Pol 0 auf der Fläche an, so fallt einer der beiden 
gclinitf-piincte üt mit slom Pole zusammen. Für alle Transversalen, dio 
die FIücIk» in einem '/.wolir-A von 0 verscbiedeneti i'uncte treffen, fällt der 
harmonische Puncl m in 0. Wird aber die Transversale Taiigouie der Flache 
in 0, so wird nt unbestimmt, weil in diesem Falle der Fol nnd beide Puncte 
01) tta zusammenfallen, es kann also ein beliebiger Punct der Transversale 
sein. ') Der Ort des Fnnctes m ist daher der Ort der Oeraden, welche in 
0 die Fläche berühren. Wenn also der Pol ein Punct der Fläche selbst 
ht, 80 ist d;e Pohu-obfne dio Tflno-f-nti^lpl^enf» der Flache in diesem Puncte. 
Umgekehrt kann ein leinet niu' dann in seiner Polarebene liegen, wenn er 
ein Punct dei' FlÄclie ist. 

Betrachtet man auf der Transversale, welche die vier Pnncte 0, nt, Oi, 0« 
enthält, m als Pol, so ist 0 der harmonisch conjogierte Punct. Geht also 
die Polarebene von 0 durch m, so geht umgekehrt die Polarebene von nt 
durch 0. Ist daher eine Ebene gegeben, nnd man bestimmt die Polai'ebeen 
dreier Puncte derselben, so ist der Punct, in welchem sich diese drei Ebenen 
setmeiden der Pol der gegebenen Ebene. ' Diese ftann nieni.ils zwei ver- 
schiedene Pole 01, 0a haben, ^) denn wenn die Gerade 0|0a die Fiüehe in 
«I, tts und die Ebenen in m trifft, so kann der Ponct m nicht zwei ver- 
schiedene conjngierte harmonische Puncte in Bezug auf dasselbe Paar oi, Ot 
haben. 

So kommt es, das? jeder Pimet des Raumes seine Polarebene hat, nnd 
umgekehrt jede Ebene ihren Pol, Für alle Puncte, die in einer festen 
Ebene liegen, gebt die Polarebeae durch den Pol der testen Ebene, und 

1) Ollbnhar schneidet eine beliebige durch 0 gelegte Ebene die Polarebene in 
einer Geraden, welche die Polare ron 0 in Bezug auf den Durchsehnittskegelschnitt 
der FlAcbe i^t 

2) Einleitung^ Nr. 17. 

3) N&mllch im allgemeinen Felle, dass die Quadriflftciien keinen Boppelpunct 
haben. Man sehe die Anmerkung ^) auf Seite 31. 
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alle Ebenen, die durch einea festen Ponct geben, haben ihren Fol auf der 
Polarebene d^s festen Funotes. 

28. £s seien MfN die Folarebeneo der beiden Pnncte nt, n. Für jeden 
Funct der Geraden MN, die natürlich in beiden Ebenen M, N liegt, geht 
Ale Polarebene sowohl durch in durch n, das heisst durch cYw. Gerade 
ntiw Also ist der Ort eines Ptinetrs, <lr5?cTi Polarcbenen durch eine feate 
Gerade mtt gehen, eine andere Gerade MN. Die Pokrübene eines belie- 
bigen Ponctes von MN geht durch jeden Funct der Geraden mn, folglich 
geht die Polarebene jedes Punctes von mit durch die Gerade MN, Die 
Geraden mit und MN sind mithin so untereinander verkuQpft, dass jede 
die Pole der Ebenen enthält, welche durch die andern sich legen lassen, 
lind dnss jede in de; Pckrebene der Puncte der ändern liegt. Zwei Gerade, 
welche fliege Ikzichunfr zu einander haben, heissen conjugiert oder recipmh 
in Bezug auf die Quadriüäche. Man nennt wohl auch die eine die Polare 
der andern. 

Jede Gerade hat ihre Coqjagierte. Geht «ne Gerade r durch einen 
Pnnct m, so liegt die conjugierte Gerade r' in der Folarebene M von m, 
und umgekehrt^). Folglich sinl die Geraden, welche durch m gehen, die 
Conjuglerten Geraden allec Geraden der Ebene M, und es können daher 
zwei conjugierte Oerade nicht gleichzeitig in einer Khene M liegen, ohne 
dass sie beide durch den Pol m gehen. lu diesem Falle ist aber m ein 
Fonct der Fläche, M ist die Tangentialebene, und die beiden Conju^erten 
sind beide Tangenten der Fläche. Berührt iinigekehrt eine Gerade die 
Quadrifläche in in, so liegt die Coigugierle in der Ebene M^ welche in m 
berührt, und da die erste Gerade auch in M liegt, so geht die zweite eben- 
falls dnrch m, das heisst die beiden Geraden sind Tangenten der Fläche im 
ß'fimliohen Piirtefe. Es trifft also im Allgemeinen eine Gerade ihre Conju- 
gicrie nicht, -wenn al>ei- der iHu-chFchnitt statt hat, SO sind beide Gerade 
Tangenten in demselben Punele der Fläche, 

Die Geraden, welche die Fläche in m berühren, sind au zwei und zwei 
ooiyugiert, sie bilden also eine Involution zweiten Grades. *) Diese hat zwei 
Doppelstrahlen, das heisst, es gibt ünter diesen Tangenten zwei, die sich 
selbst coiv)ugierte Gerade sind. Eine sich selbst coiy'ugierte Gerade liegt in 
der Polarebene ihrer eigenen Pnncte, das heisst alle Ihre Pnncte liesren in 
dt'n entsprechenden l'ulnri'b* ni-n <<<\or auf der Flächet dF>s will sagtn, eine 
sich selbst conjugierte Gerade ist nolhwundigcr weise eine Gerade, die auf 

1) Cemrtim heiaat der Fol der unendlich entfernten £bcnc. In Ihm hidbi^n 
sich alle Behncn der Fläche, die ^urcli denselben gi-hen. Purchine.^.'ier ist eine 
Oerade durch das Centrum. Eine Ebene heisst JJiamelralebejie , wenn ihr Fol 
im Unendlichen liegt. Ein Durchmesser und eine Diametralebene heiaaen eo^fugiertf 
wenn die letxt«« die eonjugterten Geraden der ersteren entb&lt ; die Ebene halbiert 
die zum Diuclitaeaser parallelen Sehnen. Drei Durtlimesser heissen eonjitgUrt, 
wenn jeder dcr^lben der £bene der beiden andern eoigngiert ist 
Minleitung, Nr. 25. 
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der Fläche selbst liegt. Die Doppelstrahlea der Involution, die durch die 
in m conjugierten Tangenten gebildet trird, sind mithin die in nt sich kreu- 
zenden Geraden anf der Flachs, Es ergibt sich also, dsss zwei conjnwicrfe 
Tangenten mit den im Berülirungspuncte sich kreuzenden Geraden der 
Fläche ein harmonisches System bilden. 

Ist die Quadriliäclie ein Kegel, so falle» die beiilen Doppelstrahlen dar 
Involution mit der OenerAtrix, die durch den betrachteten Fanct geht, zu- 
sammen. Diese Generatrix ist nicht blos sich selbst cotyugiert, sondern auch 
jeder beliebigen Qeraden, welche den Kegel in einem ihrer Fnncte berührt. 

29. "Wir wollen jetzt untersuchen, von welcher Classe (16) eine Fläche 
zweiter Ordnung ist. Die Tangentialebenen, die durch eine gegebene Gerade r 
gellen, haben ihre Pole, die Berührungspnnete, auf der conjugierten Geraden 
Man kann also durcb r soviele Ebenen ziehen, die die Fläche berühren, als 
diese Fläch« Dttrchschnittspuuöte mit r' liat. Eine Fläche zweiter Ordnung 
ist also auch zweiter Classe. 

Fallen die beiden Scbnittpuncte ut, m' der Flache und r' in eineu Puuct 
zusammen, so fallen auch die Tangentialebenen durch m und m' zusammen, 
das heisst die Tangentialebenen, welche durch r* gehen. Unter dieser Vor- 
aussetzung sind aber die Geraden r,r' conjogierte Tangenten (28), u»d eine 
Tangente ist also nicht blos die Gerade, welche zwei unendlich nahe Puncto 
verbindet, sondern auch der Dnrchgchnitt zweier immittolbar folironder Tan- 
i;(_'n(i'alp!'>f'nPrt. Kbcasu ist von zwei coninmi'i'li'ii 'I'.-u:l'0;i*.>"'ii cdi:: j-ride der 
Duichscliiiitt der Ebenei), welche die Fiüciie in den unendlich nahen runden 
berühren, welche auf der andern Geraden liegen. 

30. Ziehen wir durch einen Funct 0 des Baumes den wir als Fol (27) 
betrachten, eine Gerade, welche die Fläche in einem Fnncte a berührt, der 
beide Dnrcbschnittspuncte Ot, 0« vertritt, so fällt der coi^ugierte harmonische 
Punct m ebenfalls auf d, das heisst, u ist ein Funct de c F^olarebcne von 0. ') 

Pli' Oit der Punctc, !n weklicn die QoadnflSehe voji t it iaden berührt wird, 
die vom PoIp ausgehen, ist also die Curve zweiter Ordnung, die den Dui ch- 
schnitt der Fläche mit der Pülaiebene bildet. Die Taugente dieser Curve 
in « hat, da sie in der Folarebene liegt, als ihre Conjugierte, die Gerade 



1) Daraus folgt: Ist die Qnadrifläche ein'^gel mit dem Scheitel 0, so geht 
die Polarebene jedes Pnnetes 0 durch ». Diese Polarebene Yer&ndert sieb nicht, 

rccTin der I'ftl Rifh niif clor Geraden OB Iif .regt. Die Folarebene ist in der Thafc 
ia diesem Falle der Ort der coi^jugiertcn harmonisfibea Geraden von OO in Besug 
anf die beiden Generatrizen des Kegels, die man erb&lt, wenn man ihn durch dne 
um OD variable Ebene schneidet. Wenn die Gerade 00 sich in einer festen Ebene, die 
durch den Scheitel geht, bewegt, so rotiert die Polarebene um eine GeraJc. deren 
Psir.ctf» die Pole der festen Ebene sind. Wir finden f=o rias System v 11 Geraden 
und Folarebenea wieder, das wir schon aus der Theorie der Kegelschnitte abge- 
leitet hatten (5). Die Polarebene des Scheitels ist offenbar unbestimmt. 
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ao, die nach dem Pole gerichtet ist. unn lin Ebene dieser beiden Geraden 

ist gIo:c}i.7Pi"f!2f Tanc'er^ti'^ik'bene der Oindi liläclie in ö, und längs Ott die des 
Kegels, welcher der Ort, der Geraden ao ist, Dieser Kegel, äor von tlßr 
zweiten Ordoung ist, da einer seiuer ebesöD Schnitte von der zweiten Ord- 
nung ist, faetsst der Qnadrtfläche tmgemiitneben. *) 

Folglich ist der Ort der Geraden, die durch einen gegtbenen Piiuct 
gehen, ond die Qnadriflache berühren, oder auch die Enveloppc der Ebenen, 
welche durch denselben gegebenen Punct gehen, und die Fläche berühren, 
ein Kegel zweiter Ordnung.') Die Berührungscurve ist eben, und ihre 
Ebene ist die Polarebene des Kegelscheitels. Umgekehrt umhGllen die Tan- 
genlialebenpn der FlSdie in den Puncten eines ebenen Schnittes einen Kegel, 
dessen Scheitel der Pol der Schnittebeue ist, ^) 



1) Jßerüiiren sieh z^vei <4u*driflftehen l&ngs einer Curve, ao ist diese immer 
eben. Penn» sind a> b}( drei Puncto der Berübnnigscurve, so schneidet die Ebene 
Obc hmä& Fl&chen in zwei Rogclscbnitten, die, weil fie drei Berübrungspnncte 
unter sich hahcn, nothwcndigcr Weise zusammonfaUen ; ausser diesem Bcruhrung3< 
kogelsehnitt haben die beiden Flächen keinen weiteren Panot giemein (20)< Eine 
£bciic, die durch eine Tangente dieses Kegelschnittes gelegt ist, schneidet beide 
Quadrifl&chen in swei Kegelschnitten, die einen vierpunctigen Contsct haben (33). 

•) Folglieh umhftnen die Ebenen, die ilnrdi einen festen Panct nnd durch 
tlio OerndL^n geben. Trciclio die er.t? precbeii<loii l'uncte zweier gegebener projecti- 
vlscher Tuucti-eilien verbindea einen <4uadrikcgel. (ä¥)£iMMB, SyglemtU. Mnt- 

mckelwngtn, S. 187.) 

8) Hieraus folgt, dass die Asyroptotenebenen (Tangentialebenen im unendlich ent- 
fernten Puncto) einen g 'l umbüllcn, dessen Scheitel der Pol der unendlich ent- 
fernten Ebene ist, das heisst das Centrum der Fläche. Hieraus erscbliesst mau 
eine sehr einfache Regel, um (Lm Ceatrum eine« Hypeiboioid? zu finden, von dem 
drei Direetrixen ggg@hen smd. (Ha.chette, Einige Bemerhungm über Flächen 
zweiter Ordnung, Grelles Jonmal T. 1. 1826; S. 345.) 

Comblnleien wir den Sfitz in Xr. 30 mit denen in Nr. 27, 2S, so können wir 
sagen: Bewegt sich der Scheitel eines einer gegebenen Q'.nd'ifljlcho ungescbriebcnen 
Kegels so, daas er eine Gerade oder eine Ebene clurciiläult, so gebt die Ebene 
der Berflbrungscurve beständig durch eine feste (Gerade oder einen festen Punct. 
Diesen Sats verdankt man Moxas, 06<miitrie ditcripwCf Art. 40. 
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31. Ee 8«i m ein beliebiger Punct einer gegebenen Fläche, M die lan- 
gentiftlebene in diesem Puncte, nnd titi, utt, nis seien in dieser Ebene die anf 
in l acb drei Terscbiedencm Richtungen hin folgenden Puicte, das heisst, es 
seien nraii» mmg, muia drei Tangenten in m. Legt man dnrcb die Puncte 

m, nti. rtii eine Fläche zweifer Ori^mmg, so tvird fliese in m von der Ebene M 
benihrl, sie wiicl also auch den Puiict iitj ciitliaUpii, was and) die R!phtt!n<f 
vou «Ulla auf M ist. Die beiden Flüchen bcsiuou also iu m eine j^emeiu- 
Bchaftliche Tangentialebene. Wir wollen jaizt annehmen, die Fläche werde 
durch eine Ebene,, die miüi enthält, durch eine zweite Ebene, die mnta ent» 
hält, und durch eine dritte Ebene, die mnu enthält in der Art geschnitten, 
(3a»f? dadiu ch drei Corven entstehen. In diesen Schnitten seien nti', m«', »4' 
die auf m, m, ; m. w,.; m, m., folgenden Puncto. Denken wir uns jetzt, dass 
obengenannte Quadvitiiiche auch durch die Puncte wti', mis', 1113' gehen soll, so 
üsculiei'Oii &ith die Fluclicsi in m, d&a Luisst, die Schnitte beider, die inau 
durch eine beliebig durch m gelegte Eben« erhält, haben in diesem Puncte 
einen dreipunctigen Contact (19), und specäell liegen die Osculierenden der 
beliebigen Fläche vollständig auf der Quadrifläche. Die beiden Flächen 
haben folglich nicht nur in m die Tangentialebene gemein, sondern in jedem 
Pimcte mi,m„ma, ■ • • der unmittelbar !uif m folgt. Es bo«tpht also, wie 
für jede ^uiidrifijJf he, die Beziehung, dass jeue Tangente iu m der Durch- 
schnitt zweier uumictelbar folgender 'J'angeutialebeueu ist, deren Berührmjgs- 
puncte in einer andern Tangente liegen, nnd dass umgekehrt in den beiden 
unmittelbar folgenden Pnncten, die der ersten Tangente und der Fläche ge- 
mein sind, diese von zwei Ebenen berührt wird, die durch die zweite Tan- 
gente gehen. Die Tangenten der beliebigen Fläche in m sind also zu zwei 
und zwei in der Art (•oyijiujicrt, dass von zwei Coiytigierten jnde die Be- 
rührungspnnctc der beiden unniiltelbar fulgcnden Tangential. ljonrn «nithält, 
veklje duidi die andere geljeii. ') Die conjugierten Taiigetitenpaare i^ilden 
eine Involution, deren Doppelstrahlen die Geraden auf der Quadrifläche sind, 
das heisst die Osculierenden der beliebigen Fläche. 

Ist m ein parabolischer Punct der gegebenen Fläche, so fallen in ihm 
die beiden Osculierenden zusammen, die oscnlierende Quadrifläche ist also 
ein Kegel. In m nnd im Puncte in', der unmittelbar auf m in der Osculieren> 



1) DiTPiN, Diwlopp&nenta, p, 44. 
GftB»OMA, Oberflteben. 
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äettf das heifist in der Generatrix des Kegels folgt, haben beide Flachen die 

Tungenfialebenen gemein. al^or der Kogel in m nnd in' von derselben 
I'^bene berührt wird, so benilirt also die Ebene, welche Iii FKi. In- in m 
berührt, auch in m'. Kine TaugeuUalebeue iu Qiubm |.iarabuli6ciicn Punctu 
mnss also aU eine Tangentialebene in svrid unendlich nahen Puncten betrachtet 
werden. Wegen dieser Eigenschaft heisst sie stationäre Ebene. Da in diesem 
Falle jede Tangente dnrch m der Osculierenden conjugiert ist, so geht die 
Tangcntinlebene hi ohiem beliebigen . auf m unmittelbar folgenden Functe 
durcb di;^ h?'zU:m\ Gerade. 

Beriilireti sich zwei Flächen in einem Piincte m, so bilden die conjn- 
gitirten Tangenten zwei Involutionen, und da di^se ein oinztgcä Paar coii- 
jugierter Strahlen gemein haben, 2) so haben im Allgemeinen die beiden 
Flächen nur ein einziges Paar gemeinschaftlicher coq/ngierter Tangenten. 
Gäbe es Kwei Paar gemeinschaftlicher conjugierter Tangenten, so fielen die 
beiden Involutionen zusammen, Jede Tangente hätte für beide Flachen die- 
selbe Conjuglerte und sie liiittPii folglich ancb die Osculierenden fr*^meiii. 

S2. Man denke sich jr tzt alle Geraden, die von einem l'um ^' o itj) 
Räume so gezogen werden können, dass sie eine gegebene willkürliche iriiiche 
berühren, auf der natürlich die Bertihrungspnncte eine gewisse Curvd l>ilden. 
Sind nt nnd nt' xwei unmittelbar folgende Pnncte dieser Curve, so sind die 
Geraden om, mm', als conjugierle Tangenten der in m oscnlierenden Quadri* 
iläche, dies auch filr die beliebige Fläche. Die Ebene, welche in m diese 
Fläche beiührt, ist längs <illl auch Tangentialebene des ihr Ximgcschriehenen 
Kegel», das heisst des Kegel'?, rlrr vni TrincTtiten gebildet wird, die durch 
0 gehen. Dieser Kegel ist ai^o die Euveiopjjc der Ebenen, die «ich durch 
0 so ziehen lassen, dass sie die Fläche berühren. 

38. Die elien auseinandergesetzten Betrachtungen zeigen, dass eine Fläche 
beliebiger Ordnung auch als Etwdoppe ihrer Tangentialebenen definiei't werden 
kann. "Eäm Eaveloppe kann man durch eine Ebene entstanden denken, die 
sich eontiniiierlicli im Räume so bewegt, das« einr- beliebige Gerade in einer 
Zahl getrennter Lagen der variablen Eb« tie liegt. Die EnveloppenAäcbe 
heisst Tou der '•'•teu Clcaee, *) wenn durch eine beliebige Gerade v ihrer 
(reellen, imaginären, getrennten, zusammenfallenden) Ebenen hindurch gehen. 
Gehen daher durch dne Gerade mehr als v TangenUalebenen einer Fläche 



1) SA!.>f'>\. <'>n ffifi rnriflitinn fhat a plane, ithould imeh a »utjaee e<c (Cam- 
bridge aud Dublin, Math. Juuriiul, T. ü; lä4ä« p* 45)* 
t) Sinkütengt Nr. 25 b. 

3} Das heiast in der Art, dass alle h:u ce»Riven Lagea der variablen Ebene 

Hieb f^rhriltoFi la^srn, wenn man «ich zwei uiial)ii.'i;ig,ngn P.nrnTnrtPv vrrSndert drnkr. 
üiine Knveioppc, die Devcluppablt^n auügescblossen, iat also eine doppelt unend- 
liche It^lie von £benm, 

OBoaoKBS, Reetifieation de guelquM theorima ete, (Ännales de Geigonne« 
T. 18i 1827-28. p. 161). 
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f-tei- Classe, so gehihen alle i'jbenen. die durch diese Gerade £2:elien, der 
Enveloppc an, das Lcisst, die Gerade liegt vollstaiulig auf der llaelie. 

Die Enveloppe erster Classe ist ein einlacher Puiict. 

Die Tfmgcutialebeueu eiuer Eläche v-tev Classe, die dureh einen lesten 
Pnnot gehen» nmhßllen einen umgescliriebenen Kegel derselben Classe. 

Man sagt, dass eine Gerade Tangente der Flache in einer Ebene M 
ist, die die Fläche ebenfalls berührt, wenn zwei der durch sie gebenden 
Tangentialebenen mit M zusammenfallen. Es seien r, r' avei Tangenten in 
der Ebene M und man betrachte ihren Diuxhschnittspnnct m als Scheitel 

eines iinigesphrlebenen Kegels. Da sswei von den Tangentialebenen, die man 
durch r und r' an de« Kegel ziehen kann, mit M zusanunenfallen, so ist 
diese eine Bttan^enfirdebene des Kegek und vertritt also zwei unmittelbar 
folgende Tunken li&l ebenen desselben, nnd folglich auch der Fläche für 
irgend eine andere durch m in genannter Ebene gezogene Gerade. Das 
heisst, alle diese Geraden sind Tangenten der Fläche in der Ebene M. 
Daraus folgt, dasa die Geraden, welche die Fläche in der Ebene 3f be* 
rühren, das heisst die Geiaden, filr welche M zwei aufeinander folgende 
Tangentialebenen darstellt, d» . denselben Punct m gehen, den man Be- 
r^trunyi^ifmcl der Ebene M nennt. Uiitei die^ieu Geraden gibt .m zwei, die 
Beruhrungsgeneratrixen des Kegels mit der Bitangentialebene, für welche 
M drei aufeinander folgende Tangentialebenen darstellt Die Tangenten sind 
femer za zwei in der Art eonjugiert, dass von je zweien die eine alle Be< 
rühning, 1 i'iic e der unmittelbar folgende?: TauLiiitialcbonen enthält, welche 
durch die andere gehen. Die Doppelstrahien der Involution, die durch diese 
Tatigeritenpaare er2eugt wird, sind die Geraden, für ■vvolclio M drei aufein- 
ander folgende Tangentialebenen darstellt. Die&e Geraden sind also auch 
die nämUchen, welche in m mit der Fläche einen dreipanctigen Contact 
haben (16). 

34. In solcher Weise kann man eine beliebige Fläche sowohl als Ort 
von Fmelm nnd auch als Envdopjte von Ebenen betrachten. Wenden wir die 
vorhergebenden Untersuehnngen auf eine Fläcltc ^'.weiter Classe an, das lieisst 
auf eine Fläche, an die sich durch eine beliebige Gerade zwei Tangential- 
ebenen ziehen lassen, so finden ^Ir, <lass die Tangen>inli>lionoii, die durch 
einen Punct iU der Fläche gehen, einen Kegel zweiter Cl{4b?e iiinliüllen, der 
eine Bitangentialebene M hat. Diese Ebenen gehen also durcli zwei Gerade 
g, g% die sich in nt scluiciden, und in der Ebene M liegen, welche in diesem 
Puncto die Fläche beiührt (5). lede dieser Geraden liegt also in einer un- 
begrenzten Zaiil von TangenUalebenen und folglich ihrer ganzen Ausdehnung 
nach auf der Fläche. 

Eine beliebig durch g gelegte Ebene ist eine Tangentialebene der Fläche, 
und schueiib'l sie daher In einer npiien (jcraden Tn idinlicher Weise 

eutliäh jede durch (/' gelegte Ebene eine andere Geraili' /> der Oberfläche. 
Auf dieser gibt es falglich zwei Systeme von Gcnerntrixeu (g, . , 

3* 
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(p'> ^'i • • •)> ^^"^ durch jeden Funct der Fläche geht eine Gerade de» einen 

und eine Gerade des andern Systeius. 

Von welcber Ordnung i\st diese Flf'!-!:?? Diese Fm^re is* j^leichberlentend 
mit der aiidcm, wie viele Generatrixcn ein und desselben S;ysierii.s werden 
VüD einer beliebigen Geraden geschnitten, Dnrch die letztere Gerade 
gehen nnr zwei Tangentialebenen, da« heisat nur zwei Ebenen, von denen 
jede eine Generatrix des Systems enthält, also ist eine Flache zweiter Classe 
auch zweiter Ordnung. 

In einer beliebig gegebenen Ebene 0 uehe man eine gans beliebige 
Transversale, durch die zwei Ebenen ^It, A, gehen, welche eine gegebene 
Quadfifläche, das heisst eine Fläche zweiter Classe und zweiter Ordnung 
berühren. Es sei nun M die iti Bezug auf Ai und An zm. 0 coi\[ugierte har- 
monische Ebene. Da man durch jede Lage der TransTersale nur eine einzige 
Ebene M erhält, und da M nicht mit der Ebene 0 zusammenfallen kann, 
vorausgesetzt, daas diese nicht die Fläche berührt, so ist die Enveloppe 
aller zu M nnalugcr Ebenen von der ersten Classe, alle diese Ebenen gehen 
also durch einen festen Punct o. 

Ist die Transversale in d' r Ai t geführt, dass sie die Flüche in einem 
Fuueto a des Schnittes berührt, den die Ebene 0 bildet, so fallen die 
Ebenen ^i, At in eine zusammen, nämlich in die Ebene welche in a be> 
rührt. Es fällt dann auch die Ebene M mit A zusammen. Die Ebenen 
also, welche die Fläche in den Puncten des Schnittes berühren, der durch 
die Ebene 0 entsteht, geben sänin flich durch a. Es folgt hieraus, dass o 
der Pol der Ebene O ist, nach der anderswo gegebenen Definition (27). 

35. Es h;it wohl jeder bemerkt, dass das Raisonnemcnt hier vollständig 
init dem parallel läi?ft. da^ vrir fir die FiKchnn, als Ort von Puncten be- 
trachtet, eiugdtuUen liaben, und gleichwohl, ohne d&ss die eine Vnt^csuchuug 
nothwendigerweise die andere voraussetzt. Hierin besteht das Gesetz der 
geomelrüchm DuaUtät, dem zafolge neben «ner Eigenschaft, die sich auf 
Puncto, Gerade, Ebenen bezieht, noch eine andere analoge besteht in Bezug 
auf Ebenen, Gerade, Puncto. *) 

Anstatt aber zwei reciproke Theoreme unabhängig von einander au 

beweisen, oder das eine aus dem andern zu erschliesscn, indem man das 
Princip '^n- Dxalität, a priori als absolutes Gesetz betrachtet, in Anwendung 
bringt, kann man den einen Satz auch aus dem andern mittelst dec Theorie 
der Pole in Bezug auf eine gegebene Fläche zweiter Ordnung herleiten. 
Nimmt man von jedem Puncto, jeder Geraden, jeder Ebene einer gegebenen 
Fignr die Pularebene, die conjugterte Gerade und den Pol in Bezug auf die 



1) GnaooxKS, Coruid^eUiona pkilotosphigtiet mr let ä^memtt de Ui ieienee de 
Väendue (Annale« de Oevgonne, T. 16; 1825-26. p. 209). — Ciubijss, Aperf» 
hittorique tvr torigine et le direloppcvient des methodea en giometrh (Mtooires 
eonronnös par l'Acaddmie de Brazelles, T. ilj 1827. Notes 5 «nd U). 
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fpste Quadrilläche, so erhüU man eine zweite Figur, iu dor die Puncte, 
Geraden, Ebeixeu iu derselben Folge den Ebenen, Geraden, Punctcn der 
«raten Fignr entoprechen. Den Foncteti einer. Geraden eutspreclieu diö 
Ebenen durch eine andere Gerade, das hebst, einer geraden Functreihe ent- 
spricht ein Ebenenbfischel, nnd es ist offenbar, das« diese beiden Formen 
projectivisch sind, dass also das Doppelverhältniss von vier Puncten in gerader 
Linie gleieh dem der entsprechenden vier Ebenen ist. 

Zvvri so beschaifenc Figuren nennt man redproke Polart^n. T^incni Satze 
fÜ!' dir eine Figur fiit-priL'lit das recijirukv 'T'^t i ircni tür liic andere. In 
dieser Weise zeigt &icli das Frincip der iJualitiit ais eine Folgerung 
der Theorie der Fläclien zweiter Ordnung. — Meöiode der reciproken 
Potasrm. *) — 

36. Beschreibt in der ersten Fignr ein Punct eine FJÜche v-ter Ordnung 
so bleibt die entsprechende Ebene In der zweiten Figur stets Tangential- 
ebene einer Fläche f-ter Classö »^S\ Einem Puncte p der ersten l'l'iciie 
entspricht eine Ebene P*, die berührt. Den Tangenten von S in |) ent- 
sprüchen die Tangenten von ,5 in F'. Die ersten Tangenten liegen nun aber 
in der Ebene P, welche jS in y heriihrt, nnd die zweiten gehen durch den 
Pnnct p', in welchem & von P* berUhrt wird, und es ist also P genan die 
Ebene, welche dem Pnnct p' entspricht. Daraus folgt, dass, wenn in der 
zweiten Fignr ein Punct die FlSche 8' beschreib f. die entsprechende Ebene 
fortwahrend dif OlK-rfl" lie .S' berührt. Ist absu 16 von der ß-im Classe, 
so ist B' von der /t fen Ordnung, tmd so .sieht man die volikonimene Keci- 
proeität zwischen den Flächen «S, &'f die deswegen redjiroke Polm'm 
heissen. *) 

37. Ist in der ersten Figur eine abwickelbare Fläche S gegeben, das 
heisst eine einfach unendliche Reihe von Ebenen, so entspricht ihr in der 
zweiten Figur eine einfach unendliche Keihe von Punct n. > rin - Curve 

s'. wx'Ä nmerekehrl entspricht einer Ciiive eine Developpable. Dun (ienera- 
trixen v^ ri S. das heisst den (Jeradcn, durch weiche je zwei unendlich nahe 
Tangentialebenen gehen, entsprechen die Geraden, welche zwei unuiitt^lUar 
folgende Puncto von s' verbinden, das heisst die Tangenten dieser Curve. 



») PoNCET.ET, Hf^mx're «w la tMorie ginirak des poiairet rwwprojt*«. (Crel- 
les Journal Th. 4; 1S29). 

2) Beschreibt al«o d«r I'ol eine Fiäche zweiter Ordnung, so ist eine i* lache * 
derselben Ordnang die Enveloppe der Polarebenen. Livxt, Propridtea det tur/aeea 
du seeond degre; und Bsiarchoh, Memoire nw lea 8ttr/aee$ du eeeond degri 
(Journal de l'>^co!c polytechnique, Cah. 10: 180(i). 

MoNoiä, Memoire (mcdit) nur sur/aces i'eciproque« (M. s. Aperiju, Not© 
30> S. 405 der deutschen Uebcr^etzung). Wir haben schon frOber (IS) gesehen, 
wie riele Ponote nOtbig sind, um eise Ortaflftcbe v-ter Ordnung su bestiinmen. 
Dieselbe Zahl von TaugenttalebensQ bestimmt auoh eine DnTeloppenflIohe v-ter 
Classe 
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Den Pnncten einer Generntrix von S entsprechen die Ebenen, welche (Uuch 
die entspi'ecUeadei T^ugentö von s' gehen, das heiäät di^ EbauoU| welche &' 
in denselben Puncten berChren. Da mm eine Developpable eine doppelt 
unendliche Reihe von Pnncten \6t, das heisst ein specieller Fall der Orts- 
flächen, 80 ist eine Citrve eine doppelt unendliche Reihe von Ebenen, das 
heisst ein Bpcctalfall der Enreloppenflächen. 

I^s sei P eine Tangentialebene von S, p' der enLsi»recheu<]e Piinct von 
8'. Dann entVi'ilt die Kbene P ziwei ttumittelbar folgoiidu Erzeugende von 
S, lind dem gerneiii<$chaftllck&n Uurchschnittspanctti p derselUeu ciiUpricht 
die Ebeue P', die durch zwei ttnmittelbar folgende Tangenten von s' be* 
stimmt wird, die sich in p' schneiden. Also entspricht dem Pnncte p der 
Cnspidalcnrve von S die Osculationsebene P" von s' in p'. Durchläuft daher 
ein Panct die Cuspidalcurvo von S, %o bleibt die entsprechende Ebene Os- 
culationsebene von b', das heisst ihre J^nveloppe ist die o.sculierende Deve- 
loppable von s'. Den D'ircbsclinittspHneten zweier nicht ben t( idiartcr Er- 
zeugenden von S ent.spi teilen die Ebeae», 'wtjlübtä 2Wöi nicht beiiaühbarte 
Tanguaieii von a' unUialten, (Utö heÜBSt der Kuotencorve von S entspricht die 
doppeltberuhrende Devt^loppable von s'; u. s. vr. Ist folglich für S die 
Ordnung gleich p, die Classe gleich m, die Ordnung der Cuspidtdcurve gleich 
V, die Ordnung der Doppelcnrve gleicli c, die Zalil der stationären Ebenen 
gleich a, y die Zahl der Geraden, die in einer Ebene liegen, nud durch 
deren jede ^vrei Tfineentialebenen gehen, w. s. w., clHiin ist die Citvre S' von 
der Ordnung ß, ihre o.seiuierende Devehoppable liat die Ordnung /' und die 
Clas&e j», ihre düppeltberülircudü Dfevelüppable ist von der Chtsise s' hat 
a Spitzen und y Sehnen, die durch denselben beliebigen Puuct gehen; u. s. w. 

Ist als specieller Fall die Developpable S ein Kegel, das heisst, gehen 
alle Ebenen der Keilie durch einen festen Punct, so liegen die entsprechenden 
Puncto alle in einer festen Ebene, das heisst B' ist eine ebene Curve. ^) 

.'^8. Wir betrachten von Neuem die reclprolten Tlachoii >S*, Den 
ebenen Schnitten der ersten entspreeben dann die un:ge.schriebeneu Kügtti 
dci' anderen Fläche. liui die Fläche «S eiuan Doj^^d^muct ^ in dem sie von 
einer nnbegrenzten Zahl von Geraden osculiert ^rird, die einen Quadrikegel 
bilden, so besitzt S' eine DoppeltangenHalebene, in welcher swä Tangential- 
ebenen für jede Gerade, die beliebig auf derselben gezogen ist, xtisauimen- 
fallen und drei für jode Tangente eines gewissen Kegelschnittes, welclier die 
Beruhrungscnrve zwischen der Fläche und der Ebene ist. Dieser Kegel 



<) LivsT und BttiAXOHoN, a, a. 0. 

ht S ein Qu:ulrike^'el , so ist s'* ein Kegelschnitt. Wie also ein Quadrikege] 
ein Spcciiilfall einer PlHcho zweiter Orfluiing ist, so ist ein Kegebsflinitt om Speeial- 
fall unter dao Obwdäclieu swuiter Ciasse. Man erhäit die^au Fall, wenn in «iner 
Tangentialebene und folglich In allen die beideo Oseulirendcn in eine einsige 
Geiade susammenlallen , welche die Tangente der Cur?« ist Alle Ebenen, die 
durch diese Gerade gehen, haben denselben Berührnngspunct. 
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kann in zwei gotrenutu Lbcucu z&rlaüiäi (BipkmarjmnßtJ oder in zwei zu- 
sammenfalleiide degenerieren (Unipl(maTpwneA), Ebenso kann der Kegelschnitt 
in zwei getrennte Puncte degenerieren (BikmgeatUdebene) oder in zwei unmit- 
telbar folgende (^A'onäre lUme) (31). * 

Hat allgemein S einen ^-fachen Ptmct, das hcisst einen Punct, der p 
zusammenfallende Dnrchschnittspuncte für jede beliebige durch ihn gelegte 
(»tnade darstellt, aber />-|-l Durclischmttc für die Gcneratrixen eines gewissen 
Oscuiatiousliegäis p't»v Ordnung, so besitzt S eine ^-faeh^ TaugeQcialebate, 
das heisst eine £bene, welche die Stelle von p zusammenfaltenden Tangential* 
ebenen für jede in ihr beliebig gezogene G-erade und /H~l znsaromenfallende 
Tangentialebenen fSx jede Gerade vertritt, welche durch eine gewisse Curve 
p-iet Classe (die Berilhrunggcurre) berührt wird. Und jenachdera der os- 
cuHerendc Kegel sicli in kleinere Kegel oder auch in Ebenen spaUet, wird 
eich nrch die Berührungscurve in Carven niederer 01as$e oder auch in 
Jfiiiieit' iii:l'i(;Män. 

Wie ein Ort v-tßi- Ordnung mit einem ^- fadion runct eiu Kegel ist, m 
bildet eine Enveloppe v-ter Classe niiit einer y-fachen Tangentialebene eine 
ebene Curve. 0 

39. Einer Curve «' auf 8f gezogen entspricht eine Beveloppable 
die von den Tangentialebenen von S gebildet wird ((Ue 8 umgeschriebene 

Devdojypahle), und der Cnrre der Bcrtfhrunfrsjmncfo zwischen S nnd S ent- 
spricht die Dovelojtpabi«, die von den Tangentialebenen von S' in den 
Puneten von s' gebildet wird, das hds&l die längs a' umgeschriebene 
Developpable. Ist 8' eine Doppelcurve für «S*, das heisst eine Curve, von 
der jeder Pnnct ein Biplanarpunet der Flache ist, so ist die Developpable 
S die doppeltberQhrende von 8^ das heisst, sie wird von den Ebenen ge- 
bildet, welche jede mit 5' zwei getrennte fierUhrangspuncte haben. Ist s' 
die Cuspidalont-ve von fi' , das heisst die Curve, in deren jedem Puncto die 
Fläche zwei zuä^mmeufaliende Tangentialebenen hat, so ist die Developpable 



') PpTttcT findet sich, dnss durch oinon Doppelpunct einer Fläche vier 
PalanlHclicii gehen mü&scn , die, im Falle die Flücho in ihrer Ordnung volktäBclig 
»llgemeih iat, keinen Punct gemein haben. Daraus folgt, das« die allgemeinste 
Fläche einer gegebenen Ordnung keine Doppelpnucte hat. Damit eine Ebene die 
FUlche in einem Puncto, in 7^Tei (getrenntun oder iJTitnitt«?lbar fol^cruien' Pnncto-i, 
in drei Pisncte« beiühre, muss man, wenn die Berührungspuocte nicht gegeben 
. sind, einer, zwei, drei Bedingungen Genüge leisten. Nun ist eine Ebene gerade 
durch drei ßedingnogen bestimmt, und eine in ihrer Ordnung allgemeine Fl&eke 
hat daher eine einfiush unendliche Reihe Bitangentialebenen , eine einfach nnend- 
liehe Reihe staSlonJtrer Ebenen und eine endliche Reihe dreifacher Tangentialebenen. 

Bcciprok: Eine völlig allgomoiue Fläche, wa» die Clause betrifii, hat keine 
vieUaehen Tangentialebenen, webl aber unendlich viele Biplanarpnncte, die eine 
Knotenourve bilden, eine unbegrenzti" Zalil Uniplansrpuncte, die eliif Cuspldalcurvo 
erstpucren , und c'ih' eii'Iiclio Zalil '/'/''/''''ntarputicte (dreifi^e Panete mit den Os- 
«uliereudeu in drei vers^^etlenen Ebenen)» 
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S oscuiierende von 5, ilas lieisst. sie wird von .solclien JOboiion gebildet, 
die zwei uumiUeibai' folgende ijot-iihrungäpuucte oiit S Imltea. Dlesä Ebenen 
siod die sogenannten atationätmf und ihre, BerOhrnngspunctc sind die para- 
bolischen Puncto (31) der Fläche. 

Der Curve, in welcher sich zwei Flächen"^ T schneiden, entspricht 
die Devclopi aMr , die duich die gemeinschAftlichen Tangentialebenen der 
entsprechenden Flächen *S', T entsteht. ^) Den gemeinschaftlichen Schntil- 
punctcn dreier Flüchen entsprechen die Ebenen, wü^:•he die drei entsprechenden 
FlÄcheti zugleich btirUhren; deti i^läellen, w<ilüj)e durch eiu uud dieselbe 
Gurre gehen, die Flachen, welche von ein uud derselben Dereloppablen berührt 
werden; n. s. w. 

Beriihren sich zwd Flächen 8^ T ia einem Puncte )i, das heisst, haben 
sie einen gemeinsamen Punct p mit derselben Tangentialebene P, » > babfn 
die reoiproken Flächen fi*, T die Tangentialebene P* gemein mit demselben 
Berfihrungspuncte p', das heisst, anch >S", 'P beriihren sich in einem Tuncto 
|)'. Wem; B, T sieh liuigs einer Curve beriihren, so thuu die» Ü't längs 
einer anderen Ciu ve ; u. s. w. 

40. Haben zwei Flachen s'-ter Ordnung cino Cmve v/>-ter Ordnung 
gemein, die auf einer Fhichü ^-tur Ordnung (/i'<. vj iitigt, so schueiden sie 
sich ausserdem in einer anderen Curve y>)-ter Ordnung, die auf einer 
Fläche der {y—pyt^ Ordnung liegt ^) Aus diesem Satze erhält man mittelst 
der Methode der reciproken Polaren folgendes andere Theorem: Sind zwei 
Flächen v-ter Classe in eine Developpable v/i-ter Clause eingeschrieben, in 
vflohp auch eine Fläche /)-t.er Classe eIno;eschrieb(''n i«t, so gibt es eine 
ainicii' J )ijvrl'.ijipable /-')-ter Classe, welche beiden Flachen v-tta* Ciasse 

und einer neuen Fläche {y — />)-tör CliUüBe uUigeÄchriehüU ist. 

So hat man zum Beispiel für ^»2, />— 1: 

Gehen zwei Quadriflächen durch dieselbe ebene Curve, so schneiden 
sie sich noch in einer anderen ebenen Curve. ') Und sind swei Quadri- 



1) liVir haben früher die Anzahl der i^unctie- getutidcii, \velclic die gsmaiu^atne 
Curre zweier Flädieo von den Ordnaiig«n Pi, v% iadiridualidicica, ebenso viele 
TangenUalebenen bestimmen die sw« Oberfliloben vt-ter und v^-ter Classe gleieh-> 
zeitig ungeschriebene Developpablo. 

2) Man beweist diesem Theorem , indem mnn die gegebenen Fllicheii durch 
eioe beliebige Ebene «chnätdöt und beachtet, dasa &Lt die eutstaudeaea Gurren 
folgender Satz Fiats greift: Wenn zwei Corren y-ter Ordnung sieb in vp Fnncten 
schneiden, die auf einer Carre />-ter Ordnung liegen, so haben sie nooh v(y — p) 
andere Puncte gemein, die auf «ner Curve (v -p)'{ac Ordnung liegen. (Anleitung, 
Kr. 43). 

3) Dies fiudßi statt, wenn die b<»ideM Quadiitliichuu 8i«b io 2wei PuBotaQ a, b> 
die nicht auf einer gemeinsobaillicben Geraden liegen , berühren. Die Fnncte a, b 
Bind dann ftr den vollst&udigen Darchschnitt beider Ftaehen Doppelpnncte (19); 
fblgUch schneidet sie die duroh a, b und durch einen anderen gemeiBscbaftiiehen 



39-40.] 
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Hachen demselben Kegel eingeschrieben , der natürlich von der zweiten Ord» 
nttng sein muss, so haben sie noch einen anderen ttmgoschriebenen Kegel 
gemein. 



Punct gelegte Ebene in ein nnd demselben Kegelschnitte, weil ztrei Kegelschnitte, 
die drei Pnnclo gemein liabon und in zwei flrr^clhcn dle.solbcn Tangenten , zu- 
sanmeniklku. Die durcb ab und eima u^ucu gcuieinsebafdicben Panot, der nicht 
im obigen Kegelsdinitt liegt, g@kgte Ebene schneidet aomit die FlHche in einem 
andern Kegelschnitt. Umgeitebrt, wenn zwei QuAdriflächen einen und folglich swei 
Kegeladinitte gemein haben, 6o solmeiden sieb let^tei-e in «wei Punctcn in der 
Pnrohachnittsgeraden ihrer Ebenen; in diesen Pnnotcn ben'ihren sich beide flftchen. 
Der reelproke Batis lautet: Berübron sich zwei QtiaclriflScheii in zwei Pnncten, 
die nicht auf einer gemeinsamen Geriul^u liegeu, äiud &i& iu zwei ]vcgel eiuge- 
adirieben , deren Scheitel auf der Durebschnittegeraden der Ebenen J , B liegt» 
welche in jenen Pancten berfibren, und umgekehrt, aind awei QaadriflKchen in 
einen nrA folgltoh auch in swei Kegel eingeschrieben« bo berfihren sie sich in zwei 
PuncteQ, u. s. w. 

Ans der, Corobination beider redproker Sätze folgt: Gehen «wei Quadrißäohen 
dureh zwei ebene Öurven, to tiitd sie auch in swei Kegel eit^eeehrieben wid um- 
gekehrt. 

Ein etwas allgein-^iüor^'s Theorem ist das l'ülge'iule : /^Ind Zioei Quadriflächen 
in ein und dteneibe Quaäryi&ehe einge«chti*ilßtif so lutimi nie zwei Kegelschnitte 
gemein. Die beiden Bertthrungsoarven acbneiden sich nämlich in zwei Puncten, 
die auf der gemeinschaftlichen Durchrchnittsgeradcn ihrer Ebenen liegen. In jedem 
dieser Pnnctc "berülucn sidi tlle firoi QuiulrifllSclicn , also hat clic erwähnte Eigcu- 
scbaft Ktat*. Pip Ebfnmi doi' beiden gotnoinsohaftlichen Kegelschnitte der beiden 
ersten liüchen gehen durch di& beiden SorUhiuugäpuuGte> dus hcisät durch die 
Dnrcbsohnittagerade der Ebenen der Berfthrungscurren mit der dritten Fläche. Äug 
dem reciprokou Satze findet man aui^s^ordem noch , dasä die Scheitel der Kegel, 
wolrhf dr*i lirifl";! rr-tfni Fläcluni glelchz-eitig umgeschrieben sind, mil den Scheiteln 
der Jv.egcl iu deräeibuu Ebene liegen, welche denselben Fiädieu separat längs der 
lierührungacurre mit der dritten Fl&che umgeschrieben sind. Schneiden sidi um- 
gekehrt zwei QuadriflAcben in zwei Kegelschnitten, so sind sie gleichzeitig in eine 
unbegrenzte Zahl anderer Qoadrifl^en eingeschrieben, unter denen zwei Kegel 
sind; n. s. w. Diese Efgenschaflen der FlEchen «weiter Oi'dnnnj rerdankfc man 
MuKUE, (Carieäpoadiuic^ ^lu- r^colä poI^-t.eciuii^uti , T. 2; p. 321 n. f.) Mau ver- 
gleiche PoNCBLBT, Proprie(da projeetivea des ßgures, Paris 1822. Supplement. 

Es seien Qi, Q-, (}% drei Quadi-iflüchon , die sieb in denselben Puncten a, b 
berühren, f,, Bi ; Ai, B>; Aa, fl'' l?'>cnonpaare, die durch ft, b gehen ur.l il-r 
Kegelschnitte enthalten, iu deu^u üch. boiiüglich Qi und Qtj und Q{ , Qi und 
Qi sohneiden. £b seien jetzt B die Ebenen, die eben&lls durch b gehen 
nnd in denen die Kegelschnitte liegen, welche Qi mit einer beliebigen Quadrifläche 
Q des Bfischels {Qt, Qi) gemein l lann behaupte ich, das» die Ebenenpaare 
(Ai, Bix A^i, i?.,; A, B; . . .) in Involution sind. Eine F-beno .1, die durch ab 
beliebig gelegt ist, sobneitlet uäiuilch i^i in einem Kcgekcbuitte, weicher in 
a und b alte Flachen des Bttschels (Qt, Qa) bci-ührt. Die Quadrifl&che dieses 
Büschels also, welche durch einen beliebigen Punct dieses Kegelschnittes geht, 
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Zwei Qiiadriflächen schneiden sich im Allgemeinen in einer Baumourve 
vipi tcr OifTnnnfj. Haben sie aber eine Gerade (Directrix) gemein, so ist die 
übrigbleibende Durchschnittscurve eine Kaumeurvo ölritter Ordnnng (Cubiscbe 
MmimmrPii), welche jene Gerade in zwei Pimcton sclinfitlet. 0 Diese 
Cui-ve kiuiu man aiieh uIh Ort der Pnncte erhalten, in ivclchen .lieh drei mt- 
gpr«tkende Ei/ema drd&r p-oJeclivuüJier Mimtsni/ündtei ickmidm. Die Geraden, 
in welchen sich die entoprechenden Ebenen des ersten und zweiten Büsdiels 
schneiden, bilden ein Ujperboloid, ebenso erzeugen das erste und dritte 
BOschcl ein anderes Hyperboloid, nnd diese beiden Hyperboloide, welche 
die Axe des ersten Büschels gemein haben, schneiden sich ausserdem in 
einer Kaurnciirvc dritter Ordnnng. 

Der reciproke öatss sagt aus, dass zwei Qoadriäächen im Allgemeinen 



enütält ihn gaaa, uud diese Quadri fläche schneidet in eium neuea J£egoi»cbnitt» 
der die Ebene B individual isiert Die Ebenen A , B besUmmen sich eine aus der 
anderen In der nämliehen Weise, also bat die ansgesproclienc Eigengcbaft statt Unter 

den Flachen Has BOsekels ( 0^ Q^i) ist es <lic ans tlon El)oncn Ai, Bi zusammengesetste, 
lir w«lobe die ontsproclicndeu Ebenen , B eben mit diesen At , Bi zusammeil- 
ffitllen; foIgUcli äiud die drei Ebenüiipaare J«, jEi;>; .43, 7?^ in lavolution. 

Dieses Theorem föhrt sa einer Eigenschaft der Flächen beliebiger Ordnung. 
Gegeben zwei Fl&chen, die sich in einem Funete a bernbren, man sncht die Oe- 
rjub-it. welclie in diesem Puncle die Schnittcurve c?er F;,'h In n Im rnlnei;. ^Tnn k-^nn 
ott'cabar bei dieser Untersuchung jeder Flllcho eine o»culiereade Quadritiäoltc durch 
a sabstitnieren, weil, sobald eine Ebene durch a die beiden osculierenden Quadri- 
flilchen in Gurren schneidet, welche mindestens drei Paar gemeinsohaftltcbe su- 
sammen&Uende Fuccte haben, auch mit den SchnittcurVen derselben Ebene mit 
den £.'eQ'el»*»»ion Flärlion eine dreifacln I:i lährnng statt liat. Da nun eine- fisr-ulie- 
ronde (^uadritülclie einer gegebeoen Flncbö ia öinem gegebaoeu Pnncte nur soebs 
Bedingungen unterworfen ist, und folglich noch drei weiteren Bedingungen genügen 
kann, so dürfien wir annehmen, dass die beiden QoadriflHchen sich nicht allein in 
0, sondern anch noch in einem anderen Pnncte b berühren. Nun schneiden 8ich 
dir- bf idcn QuadriflUchen in zwei Kegelschnitten , deren Ebrncn die Tangential- 
ebene m a längs d(jQ g^ucbteii Geiaden schußidän. (OMvit:i'.; Sur la conatrudioiit 
des tantfents en tm point multiple eUs. Journal de l'^oole polyteehnique, Cab. 21. 
1833; p. 807)- Hat man endlich drei Flilchen, die sieb in a berühren, erhält 
man aus dfin oben bewiesenen Satze von den Qandrifl3cben als Corollar : I^ie 
TamgerUeui/aare der drei Curven in a, in weichen »ich di0 Fimlien tsu zvxi und 
zteei echneiden, find in Jiwohtiion. (CHASt.BS, Apercu Note 10. S. 340 der deutschen 
Uebersetsutig). 

1) Diese Zerlegung der Gurren rierter Ordnnng hat statt, wenn die beiden 
Flächen sich in zwei Panclen berfthren, die auf einer gemeinsamen DirectrLt Leider 
Flächen liegen. Jede Eb@ac, welche durch diese Geiadc geht, stsbueidet^ dio beiden 
Quadrifl&oben in zwei Qeneratrixen, eine ftar jede Fläche, nnd der Ort der Funote, 

welclie diesen beiden Qeraden gemein sind^ ist die Gurre, welche zugleich mit der 
gegebenen üircctrix den vollsinmli^M n Dmili'-rchnitt der Ober("'c'n:ri l.'lilrt. Dii-Hn 
Curve muss aUo von dei- dritten Ordnung äeia, und die Directrix in den büdeu 
Funoten schneideii^ in denen ^ beiden Quadilflächen sieh berühren. 
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iu eine Develüpyablc viurUr Clasae eingeschrieben sind, die von ihren ge- 
meinschaftlichen Tangentialebenen erzengt wird. Haben aber die beiden 
Qnadriflächeti eine Gerade gemein, so haben diejenigen gemeinschaftlichen 
Tangentialebenen, die nicht durch jene Genule gehen, als Enveloppe eine 
Bereloppablc dritter Clasae, von der zwei Tajigentialelienon durch clic 
genannte Gerade gelien. Diese abwickelbare Fläche kann auch als Envt^ 
iopp6 d'ii' Eliencn erhalten werden, faulche dur<:h drei corre-fponäürcnde Puii^ 
dreier gerader proje6Ui>yi€h& rmicLraUidii kiii4u,rcliyehui,f diu tiiclit je i^wei in 
derselben Ebene h'egeu. 



CAPiTEL VL 

LINEARE FLÄCHENSYSTEME. 

41. It) de»-i>tlbeu W eise wie für die ebenen Curveii ^) beweist aiaii für 
die inäcluni, da&& diu runclgruppcu, iii denen eine beliebige Gerade die 
Flächen eines Bttschels f-ter Ordnung schneidet, eine Involution des v-ten 
Grades bilden. ^) Diese Involution hat 2(v— 1) Doppelpunote, folglich hat 
man den Satz: 

In eimvi Büsch cl der v-tm Ordnung ^bt es 2(v — 1) Flächen^ die eine 
gegebene Gerade berührm. 



t) Dies isl der Fall, Venn die beiden Fliehen sich in zwei Fiincten einer ge- 
tnetnschaftliclien IVueftrJx berühren. Gehen daher xwci Qnadrif{Mchen durch die- 
selbe cubiäch& l&auiuuurv@^ m sind «ie auch in diesc-lbc Dcveloppable Uiiitör Olasse 
eingeschrieben und umgekehrt, 

Durch einen beliebigen Funet der gemeinsamen Geraden gebt eine Generatrix 
der ersten und eine Generatrix der zweiten Quadrillficho. Die Ebene der beiden 
Generatrixcn hat A\>^ T>oveIoppab1e dritter Classc ztir Enveloppe, Die Tnnj^ential- 
eb^«a (l«rs<älben entsprechea prajeclivüich den Fuacläu eiuer Geraden, Mau beacbtQ 
ausserdem^ dass die«e Dereloppable keine Doppoltangentialebeoe oder Wendeebene 
haben kann, .vetl der I\tnot, in dum eine solche Ebene swei andere Ebenen schnei- 
dr-n würde, in vii r Tangcntialebcuon ISge, was dem n'idi.i'Sfir<'(>)>on würde, dn^" es 
eiue Duvüloppabte dritter Claese ist. Die Charakteristiken dorüclbcn aind daher (11): 

ju = 3, v = 3, /> = 4, « = 0, /? = 0, «= 1, ^=0, 9 = 0, ff^O. 

Man sehe des Verfassers Abhandlung: Sur tes cttMques gattchee (KonvoTIes 
Ann. de Math. 3«. serie, T. 1. Paris; 1863). 
EhdeitHTirj, Nr. 49. 

3) UiDgeköhit gtihüien diu Flächen (läriialh«u Ordnung einer eiuikah uucad- 
liehen Beihe, welche von irgend einer Geraden in Punctgruppen in Inrolation ge- 
schnitten werden, su dem nämlichen BAsehel, well in Gen)^Kt^hcit der Voraus- 
i<et7.nng ein Punct des Bnnmee entweder in einer oder in allen Flächen der 
Beihe liegt. 
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Cap. VI. 



Eiiiti Ebeno schneidet die Fläche eines Bü&ohols iii Guivigii, die eUi 
anderes Biiscliel bilden, dessen Basispuncte die Durchschnitte der Transver- 
salebene mit der fiasis-Cnrve des ei-sten Büschels sind. Nun gibt es in 
einem ebenen Curvenbtlschel v-ter Ordnung 3(> — 1)* die einen Doppelpnnct 
haben man hat folglich den Sfats: 

In tinem Büschel u-ter Ordnung gibt e« 3(i' — 1)' Flächen^ weU^e eine 
gegeben'- F.hfv.f hcriihren. 

42. Ich iieiind di«j&uige /i^iack uueudliclii} Eeihä von Flächen v-ter 
Ordnung ein lineares System ft-ter Stttfe und t'-ter Ordmmgj welche yX{*) — ß ge- 
meinsohafthcheo Bedingungen in der Art genügen, dass durch p. beliebig im 
Ranme angenommene Puncte nur eine einzige Fläche geht, welche den oben- 
genannten Bedingungen Genüge leistet. -) 

Für ju=l, 2, S faeisst die Beihe in derselben Folge £ii«c^, Net» und 
linearee System im engeren Sinne. ^) 

43. Ans den vorhorgohcnrlen lidiuiüinien folgt «ol'ürt, das.« alle Flächen 
eines SystemcrS ß-tar Stufe, welcUc duruh p buliebig gegabeiiä ruiicto g£ihtin, 
ein niederes lineares System (/i—p)-Uv Stufe bilden, welches in dem ge- 
gebenen Sjsteme enthalten ist. 

Diejenigen Flächen desselben ersten Systems, welche diu-eh andere p* 
gegebene Pnncte gehen, bilden ein zweites niederes lineares Systom /»')-ter 
f>tv.fp. Habon die beiden Gruppen Vün p und ö* Puncten «t Puncto gemeht, und 
ist /'-\~p' — a -< /i, so bilden die Fliichcn, welche durch die />-{-/'' — <^ ver- 
sdiiedewen Puucte geben, ein lineares System Qi—fi—p'-j-oyt&v Stufe, welches 
sowohl im Systeme /')-ter Stnfe ah in dem ijt—p'yiar Stufe enthalten 
ist. Ist aber p-^p'—v— ftf so bestimmen p-^p'—^r verschiedenen Puncte 
eine einzige Fläche, welche den beiden niederen Systemen (fi—p)-ter und 
(/t— />')-ler Stnfe gemein ist. 

Ein lineüre? System der /i ten Stv.fc ist durch ,"-1-1 Flächen dr: cfHipn 
Ordnung bestinmit, welche nicht ein und demselben linearen System nie- 
derer ätufe «uigebUren. Ks s&iüu imtulich Ut, LT«, ... , üß^^ die ge> 
gebenen Flächen, und man suche die Fläche des Systems, welche durch die 
Puncte Ol Czt Oa, . . . , i>n.,On geht. Die Flächenpaare {UtÜi)f(üiüa)t 



1) Fhlh^f:!!rl. Xf. S8. 

2) JosQuicREs, Eitid4s mr les singularUdü des ntr/acee algdöriques (^Journal 
de Liouville, 2* (lüxp.) s^rie. T. 7; 1862). 

3) Die Ebenen, welche durch eine Qerade gehen, bilden ein Bdschel ; die 

Ebenen, die Bänimtlich durch einen festen Punct gehen, bilden ein Netz (BÜndd), 
Und alle Ebonen des Raumes bilden ciii lineares System im cngcrn Si^Hf 

iiicrans ergibt sich zum iicispicl, das» /.wei in einem NetK entbaitene 
Bflscbel eine Fläche gemein haben; dass ein Büschel und «in Nebt, die in einem 
linearen Systeme im engern Sinne enthalten sind, eine Fläch« i^cin« in haben; diiss 
7iTci Nft?;r», die in einem linearen Systeme im pn^crn Sinne sicii hf^finden, eine 
unbegrenzte Zahl von Flachen gemein- haben, die ein liüs&hel bilden; u. s. w» 
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• , {.UiUß){UiUfi^i), intlividualisiurcu /t Büscliel, in denen es /«Flächen 
gibt, die sämmtlich dnrcli geben. Nehmen wir an, dass diese m Flächen 
ein lineares System der (/£— l)-ten Stufe bestimmen, so ist diejenige Fläche 
dieses Systems, welche ansserdem noch durch cijOif . . i geht, die 

verlangte. Also ist der Satz für m beiriesen, wenn er für ^ — 1 besteht, er 
findet aber statt für A = folglich gilt er allgemein. 



1) Sind 

Z7i = 0, = 0 Da = 0, ^^( 1^0 

die G!, ichimfren dnr G:cr:fnbe]ien Fl&cben, so irerden alle Fiäcben des Systems durch 

die GleicLuiig dargeeiiuUt: 

wo die X unbestimmte Fsrametor sind. Diese Gleicbaug zeigt, dass eine beliebige 
Fl&die des Systems ein Theil des Bflsehels ist» das von zwei Fl&cben gebildet 
wird, deren eine dem niederen Systeme (p—iytot Stufe 

angehörty und die andern dem linearen Svätoiue {ft—py-tar Stufo 
xp+l tifi-i-i -[-x/>+4D/>-j-2-f . . . + x/i+i Z7jttf 1 = 0. 

Theilt man also die gegebenen Flächen in swei Gruppen, die eine Ton p die andere 
▼on /t—p-{-l Fl&cben, die swei lineare niedere Systeme {p—i}-ier und (ft—p)-ier 
Stufe individualisieren, und man nimmt beliebig aas jedem dieser niederen Systeme 
eine PlSclic als ein Büschel bestimmend an, so gehören sammtliehe F!5chon des 
BOsebelfl d«m voIUtÄadigen iSysteme m, uud umgekebH liöQuea alle Flächen deä 
Tollstflndigen Systems in dieser Weise erhatten werden. Maoht man sum Beispiel 
^ =s 1, so erhält man den Sutz, dass eine beliebige Fläche des Systems die Flftdie 
7^1 0 in f 'ner Cui vc schneidet, durch wt irlin rinr FI icho des niedorn Systems 
geht, das durcb == 0> ^s = 0^ > • • • i^^ß+l = 0 bestimmt ist. 

Ans dem Vorhergehenden resultiert ausserdem noch : Wenn man in einem ge- 
gebenen linearen SystMne p-^'l FlS«hen, die nicht demselben Systeme (p — l)-ter 
Stufe angelin Lii, annimmt, so dass sie ein System der p-ttn Stufe bestimmen, so 
geboren auch alle Piachen dieseiä Sy^<>c!nj< dem gegebenen Systeme an. 

Em i»t auch sogleich klar, dass, wenn die Fliehen, welche ein lineai-üä Öyäteot 
individualisieren, einen Punct gemein haben, derselbe in allen Fliclien des Systems 
Hegt. So gehen för =s t die FlSehen eines Btkschels v-ter Ordnung s&mmt- 
lich durch dieselbe Curre der Ordnung v', ut:d folglich schneiden sich die Flachen 
eines linearen Systems //-ter Stufe, die durch fi — 1 beliebig ircgrbenc Ptincte 
gabeo, längs einer Curve ^•'-ter Ordnung. Für ß — 2 erb&U man: Die Flächen 
eines Netxes haben im Allgemeinen v' gemeinschaftliehe Puncto» also schneiden 
sieh die FlSehen eines System-s /i-tcr Stufe, die durch /4— 2 beliebig gegebene 
Puncto» crchon in andern >^ — Puncten. (Wir sagen mt Aiigemetn^n , die 
Basis eines isutssm auch eine Carve sein kann, die denn offenbar nothwtmdig von 
niedere Ordnung als v> sein muss. So bilden snm Beispiel die QnadriflAcben 
die durch sieben ge^^ebene Puncte gehen ein Nets, und haben im Allgemeinen 
nur noch einen achten Punct gemein, wenn aber dicüc hieben Puncie auf einer 
cubiscben Baumcurve liegen, so liegt diese auch auf allen Qnadrifittehen des 
Netses.^ 
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4-^. Zwei Jincare System© derselben /se-teu Stufe beisseu projeotiv4lch> 
weoQ die Flächen des einen den einzelnen Flächen des andern in der Art 
entspi-echen, daas den Flächen des ersten Systems, welche ein niedei'es System 
{M—p)'ter Stufe bilden im zweiten Systeme ebenfalls Flachen entsprechen, 
die ein anderes System derselben (ß—p)-ten Stufe bilden. Pio beiden nie- 
deren sich entsprechenden Systeme sind offenbar projectiviscit. 

Dn ein Büschel eine einfach itnciidlicLe Reihe von Elementen ist, so ist 
die gegenseitige Projectivif'ät zweier iJiischcI «liTrch drei l'afre enr<nv(:"»)ieuiler 
Flächeil, die beliebig gegeben üder fe&tgelegt äiad, bci*tiinmi.. 'ji Neinfien 
wir im Allgemeinen für zwei lineare Systeme /i>ter Stufe an, dass den Flächen 
Ulf Ui, . . Uß^i des ersten Systems, die nicht demselben niedem Systeme 
angehören, der Beihe nach die Flachen Fj , V,, • . . > ^fl+i zweiten 
Systems, die ebenfalls nicht zu demselben niederen Systeme gehören, ent- 
sprechen und lassen wir, unter Up eine Fläche des Btischcis ( Up ^/{^.i) und 
imter eine solche des Büschels i^p^fi^ii verstanden, die Flachen 
Xf^tJJtf Vi, . . .fTJf^ bezüglich den Flachen Vi, Vi, . . .,V^ entsprechen, 
80 ist die projectivische Beziehung zwischen den beiden pi - ! i eii Systemen 
volIsriiiHlig bestimmt,, das lieus.sf, einer beliebigen Fläche des ersttn Systomes 
entspricht ein© voUstiindig bestimmte KlHflie de.s zweiten. Demi eifie be- 
liebige Flädie des ersten Systems bildet einen Theil (43) des Systems nie- 
derer (itt— l )-ter Stufe, das durch Obe).*flächen gebildet wird, die beznglich 
zu den Büscheln (U^,Up^^),{U^Up^^) . . ., (D^üö/t^-i) gehören. Es seien 
diese Flächen die oben durch TTi, TT«, . . ,,TSß bezeichneten. Die BUscbel 
(VpVff),iUpUa\ die zu demselben Netze ( t'^ ^ >+iJ gehören, haben 
eine Fläche gemein, der diejenige Fläche entspricht, welche die Büschel 
iY^y^Xi^'p^a) gemein haben. Auf diese Weise besteht für die niederen 
Systeme (Ui,TI», . . . TTjtt),(Vi, V,, . . dieselbe Beziehung, wie für- 
die gegebenen Systeme /<-ter Stufe. Der Satz gilt also für die Systeme 



Da ein ^eiz duroh drei Fl&cbeu iodifidualiaiert wird, so gehen dnroh ir* ge- 
meinschaftliche Fancte dreier Flächen v-ter Ordnung eine unbegrenzte Zahl von 
Fläclion, die ein Kets bilden. Wm& Fl&che der c-ten Ordnung ist dnrch 

Puncto gegeben, also golit (Inrcli tt(v) -2 gegebene Puncte ein Netz von Fl'iphtm 
deri^elbeu Ordnung; drei beliebige dieser Flächen sdiaeiden sieb in v' i'uiicten, 
die gegebenen eingeschlossen, und dnrch diese Functe geht eine unbegrenste 
Zahl von Fl&chen derselben Ordnung, n&mlieh die, welche die gegebenen Functe 
enthalten. Folglich schneiden sich alle Fläcben v-ter 0!,l'nTi;r. '"'«"VIt- ITi-) — 
gegebene Puncte enthalten, in andern — IT(s')-| - Pnncten, die durcU die ersten 
mit beBtimtut siad. U(>) — 2 beliebig gegebene Puncte bestimmen daher alle Basis- 
puncte eines FlAchennetzcs v-ter Ordnung.. Lauc, Examen de» diffSrenüB» mi- 
thodt» eto. Paris 1848. — PhuncKüR, Becherehes 9ur l*a aurfaeea algebriqttes. 
(Annales de (lergonne, T. 19). 
1) Einleituiifff üt, S, 
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//-tcr Stnfo, weim er ftU- SysffmiR f//— l)-tei' Shife statt liat. Er ist abcir 
für Büschel be^vieson, diis Iieisst i'i'ir /j'. =-1, folglich bestellt er allsrcmein. ') 

45. Ein l'jbeneiinetx bestellt aus alle» Ebeuen, welche durch ein und 
denselben Funct CMittelpunct) gehen. Strahlen des Netzes heissen die Geraden 
die dnrch den Mittelponct geben. 

Zwei Ebenennetze heissen redproh, wenn die Ebenen des einen den 
Strahlen des andern einzebi enUprecbeo, in der Art, das« den Ebenen dos 
einen Netzes, die cm Büschel bilden, das hcisst, die tTurch ein iukI rlrnprlbcn 
Strahl geben, im andern Netze die Strahlen eines Büschels eni^i-Heclitü. das 
heisst die Strabkn, die ia ein und der&clbcu Ebene dutcb deuselbeu Tuuct 
gehen. Das Ebenenbüscliel and das entsprechende Strahlenbüscbel sind 
projectivisch. 

Ebene Puacireihe ist der Complex aller an Zahl zweimal unendlicher 
Pnncte einer Ebene. Sirahlen einer ebenen Pnnctreihe sind die Geraden, 

die sie enthält. 

Zwei ebene Punctreiben heissen rcciprok, wenn den Pnnctön der einen 
die Strahlen der andern ia der Art entiprecliei), dass dau Fuuctau der einen 
Ebene, die eine gerade Punctreihe bilden, das heisst sämmtlich auf einem 
Strahle liegen, in der andei^i Ebene die Strahlen eines Büschels, das heisst, 
die Strahlen entsprechen, die sich in einem Pancte kreuzen. Die gerade 
Punctreihe und das entsprechende Strahlenbüschel sind projectivisch. 

iß. Gegeben zwei reciproke Ebeneinictze deren Mittelpitncte sind. 
Man verlangt den Ort P der Puncte, in welchen die Sfci'alilen deö ei!*ten 
Netzes die entsprecliendeu Ebeu&ii dos zweiten Netzes sclm<2ideu. Eine 
Ebene A die beliebig dnrch » gelegt ist, enthalt ein StrahlenbSschel des 
ersten Netzes und schneidet die entsprechende Ebene des Netzes («i) in 
einem zweiten Strahlenbüscbel, dessen Mittelpunct der Punct « ist, in welchem 
die Ebene A von dem Strahle ai getroffen wird, der ihr im Netze (öi) ent- 
spricht. Dn boid»' Strahlenbiischcl iirojcctivisch sind, so erzeugen sie einen 
Ke^clseiiiütt, der durcli s und a gelit, dns heisst, jede beliebige Kbene durch 
6 subnäidet P in einem Kegel«»clniiiie. l>a dei* Funct a auf dem Kegel- 
schnitte liegt, so geht die Ebene Ai, welche dem Strahle »a = a entspricht, 
durch a } dieser 'Punct Ist aber auch der Durchschnitt der Ebene A mit dem 
Strahle «io = ai, und folglich ist die Flüche P aucli der Ort der Pancte, 



1) Angenommen den Flächen 
des ersten Systems coisprachen die FJjLchen 

Fl = 0, r, =0, Fjtt+i = 0} Vi=r,-|-F/t+i = 0, v^n+r/t^i = o, . . , , 

des swetteß, &o üiud stw&i beliebige entsprechende Flächen durch die üleicbuagen 
dekrgoBtellt : 

z, CTj+z, Ut-{- . . . ^pri-t — 0, 
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in denen die Strahlen des sweitea Netzes die cntspr* eht n Im Ebenen des 
ersten troffon. Man kann daher in dersellien Art beweisen, dass /' .',uoh 
TOn jeder Ebene, die durcTi Si gelit, in cmem Kegelso^mitf-- gcti'offcii wird. 
Die Flüche kann nicht mehr als zwei l'uucto mit einer beliebigen Geraden g 
gemein liabcn. Dönn ddi Kcgekdinitt, welcher F und der Ebene ny ge* 
mein ist, schneidet £|r ntir in zwei Functen. Folglich ist P eine Flache 
zweiter Ordnang. 

Ein Strahl g des ersten Netzes trifft P ansser in » noch in einem 
zweiten Pimcte, dem Dnrchschnittspimcte von y mit der entsprechenden 
Ebene C, des zweiten Netzes. Dtcwr zweite i^unct ist dein Puncte $ «n- 
(mdiicb ualie, wenn (?i dnrch *si geht, folglich entspricht dem Suahle &&i 
des zweiten Netzes die Tangential«:benti von P in &f und dem analog ent- 
spiicht die Tangentialebene in dein Strahle »t» des ersten Netzes. 

Es sei S die Tangentialebene in ». Dann bilden die Strahlen, die in 
dieser Ebene durch » gehen, ein BHschel und entsprechen den Ebenen, die 
durch jsi« gehen. Diese scheiden S in Geraden, die ein Büschel bilden. 
Die Bü?o!>el shid projectivisch nnd haben entweder zwei reelle verschiedene 
Strahlen geniein, oder zwei zusanmientallonde gemoinpame Strahlen, oder 
keine ^usamiueniallende Sti'»hl<»a, oder e& lallen endlicik alle Straiileu zu&atuQieu. 
Im ersten Falle ist die Fläche windschief, im zweiten ist sie ein Kegel, im 
dritten ist sie eine Fläche mit elliptischen Functen (25). Im letzten Falle 
besteht die Flache P aus der Ebene S und einer zweiten Ebene. 0 

47. Umgekehrt beweist man leicht, dass jede beliebige gegebene Fläche 
zweiter Ordnung .".rieh auf nnendlicTi verschiedcno Arten mittelst zweier 
rcciproker Ebenennetze erzeugt werden kaini , deren Mittelpuncte zwei be- 
liebig auC iiii' angenoinmeiiü Puncte sind. Und hieraus ergibt siuli die Cou- 
atruction einer Quadrifläche von der neun Puncte gegeben sind. 

Analog kann man den Satz anssprechen. Sind zwei ebene Punct- 
reihen reciprok, so ist die Enveloppe der'Ebenen, die durch einen beliebigen 
Punct der einen Ebene und den entsprechenden Strahl der anderen Ebene 
bestimmt werden, (>iii^ Oberfläche zweiter GIa.s.se. Eine FlKehe zweiter Ciasse 
ksnti umgekehrt immer auf inirnfllich ver.schiedi^nr Arten mittelst zwoi be- 
liebiger von ihren Taiigeiitiaiebenen erzeugt werden, die reciprokü ebene 
Punctreihen sind. 

1) Smj>£WiTs, Xmairuktim und üktMißkaiim der Flüchen des zteoien Grades 
mUtdst prqfehii»i»eher Gehitde (Gmaert's Archiv für Math, und Phys. Bd. 9 8. 187)* 
' — Ifan Teiig^leiche auch Bete, Gemneirie der Lage (Hannorer; 1868) 2. Abth. S. 26. 

*) SoHEOETKii, FroU(-.mat%» geometriei ad »uperfieiem s^cnvJi ordinis per data 
puneta emigtruendam epeetantis aobaio nova (VratisUviae ; 1862). 
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CAPITEL m 

EINHÜLLENDE FLÜCHEN. 

iS. \^ixt mm eine einfach Mnendücltc Reihe von Flächen v*ter Ordnung, 
die -1 gemeiiisohaf'tlicluin Bi'iiii.t^iuigxn unterworfen sind, so kann man 
diese Fläclien ula ebeiiäuvielc Lugen einer Fläche betrachten, welchd gleich» 
zeitig die Lage und die Gestalt im Itaanie nach einem gegebenen Gresetse 
verändert, i) 

Es seien S,ff, S", . . . aufeinanderfolgende Flächen der Reihe oder 
auch aufeinanderfolgende Lagen der variablen Fläclte rinrl S der Ort aller 
7A1 SS',S'S",S"S"\ . . . nnfi!o;>e!i Cnrven. Die Fläche S witd dann durch 
S' längs der beiden unmitielbar folgenden unendlich nahen Curven i^8',iS'S" 
geschuittea. DIeäci- Eigeoschaffc halber Ueisseu die Flächen S «ngduSIU« 
Flädien; S heisst die einhüUende Fläche und der Cnrre, in welcher sich 
awei unmittelbar folgende eingehüllte Flachen achneiden, das heisst der 
Berührnngsourve xwiscTien der einhüllenden Fläche und einer der eingehüllten 
Flächen gibt man den Namen CharakteritHk der Einhüllenden. 

Sind die Flächen 8 ^Ebenen, so ist 8 eine Deyeloppable und ihre 
CSiarakteristiken sind dio Generatrixen (7). 

49. Di© Fläche S ist offenbar der Ort der Puncte, duieli welche zwei 
unmittelbar folgende EingeliOUte geben. Daher ist jeder Punct, in dem sich 
swei, drei, . . . verschiedene Paare succersiver eingehüllter Flachen sohndden, 
das heisst zwei, drei, ... verschiedene Charakteristiken, für 8 respecUve 
ein Doppclpunct (Biplanarptmct), ein dreifacher Punct (Triplanarpunct) . . . 
Die FHiehe S hcat also im Allgemeinen eine Doppel- oder Knotencnrve. den 
Ort <1er l'uncte. in denen sich zwei nicht unmittelljur iVilgindc Charakteri- 
stiken sclnieitieij, und auf dieser Curv© gibt ea eine beslinnute Zahl von drci- 
fiichen Pnncten. 

Ebenso ist ein Punct fUr 8 ein Uniplanarpunct, wenn sich in ihm swei 
unmittelbar folgende Charakteristiken schneiden. Die Fläche besitat folglich 
eine Cuspidalcnrve, den Ort der Durch schnittspnnote aufeinanderfolgender 

Charakteristiken. Pio^e C'.'rve v-n'rd vcn jeder Charakteristik in dem Puncte 
berührt, den dieselbe mit der nächätfnigenden Charakteristik gemein hat. 

Di© Cufipidalcurve ist der Ort der Functe, in denen sich drei aufein- 
anderfolgende Eingehüllte treffen. Es können darunter <une bestimmte Zahl 



>) In der Art, dass die saccessiveu Lagen der variablen Fliehe ron den 
Werlheo abh&ßgcQ, die ein reriinderlicher Parameter annehmen kann. 
9) MoNOK, Application de Pamlyie h la giomdtrtef §. Tl. 
Cbsvoma, OberflKehen. 4 
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von Pancten seto, von denen jeder in vier anfeinanderfolgenden Eingehüllten 
Hegt, das beisst in drei tinmittelbar folgenden CIiArakteristiken. Diese Punete 

würden offenbar Spitzen der Cuepidalcm vc sein und würden vregen des 
Durchschnitts der ersten mit der dritten Charakteristik auch der Doppel- 
curvc angölifjvCH. Die Pnncte, in denen sich zwei unmittelbar folgende 
Charakteristiken \md eine andere nicht nnmiltelljar folgende schneiden, sind 
Spitzen dur Doppcicurre und liugen auch in der Cuspidalcuive. 

50. Um ein Beispiel au geben, möge die Beihe der Flachen 8 so be- 
schaffen sein, dass durch einen beliebigen l*unct des Jüaumes zwei dieser 
Flächen gehen. Dann ist die Fläche 8 der Ort der Punete, für welche die 
beiden Flächen 8 ausammenfallen. Da jeder Punct der Fläche S <anf einer 
etnzTgen eingehüllten FlSche liegt, und zwar anf der, welche S im hpeagten 
Puncto berührt, so folgt, dass alle gemeinschaftlichen Punete zwiscii. n S nnd 
eiuer Elngohülltca B^rühruugäpuucte dieser baidan Flächmi sind. Aber die 
Beruhrungscurve zwischen S und einer Fläche 8 ist der Durchschnitt dieser 
letatem mit der nächstfolgenden Eingehüllten, und ist dalier eine Cnrre 
vMer Glasse. S ist also eine Flache 3y-ter Ordnung. Auf derselben exi- 
stiei't vreder eine Doppelcurve, noch eine Cuspidalonrve, weil kein Punct 
des Raumes nur in drei Fl-'ichen S h'egt. 

Drei eingoliüllte Flächen schneiden sich in Punrtcn, rlsp nothwendig 
üUön Flätiheti S angehüreu, da sie nicht in einer endlichen Zaiü von if lächen, 
die grösser als 2 ist, liegen können. In jedem dieser Punete wird 8 von 
der Ebene berührt, die in ihm eine der eingehüllten Flächen berührt. 
Folglich sind alle diese Punete für die Flache 8 Doppelpnncte, und durch 
dieselben gehen nicht blos die Flüchen 8, sondern anch alle Beruhrungs- 
Curven der Flüche S mit den Eingehüllten. 

Da. die Borührungäcurve zwischen S und der Eingehüllten S der Durch- 
schnitt der letzteren Gurve mit der nächstfolgendeu EingehUJltöD ist, m ist 
die genannte Gurve — das heisst eine beliebige Charakteristik von 8 — 
die Basis eines Flächenbüschels v-ter Ordnung (20). Die Berührnngscnrven 
zweier beliebiger Eingehüllten haben Punete gemein, und folglich hat die 
Pläcbe »»-ter Ordnung) die durdi die erste. Curve und einen beliebigen Punct 
der zweiten geht, mit letJcterer 1 I'nncte gemein, flm hcisst, sie enthält 
sie vollständig. Zwei nicht unmittelbar folgende Charakteristikeu der Flache 
8 liegen ai»o auf ein und U&rselben Fläche i^-ter Ovdtkuug. 

Lässt man durch eine Charakteristik von 8 eine Fläche v-ter Ordnung 
gehen, so schneidet diese 8 in einer andern Curve v'-ter Ordnung. Es sei 
X ein beliebiger Punct dieser Curve. Dann enthält die Oberfläche v-ier 
Ordnung, die durch die gegebene Charakteristik und durch jt geht, aucli 
dir f har.ikteriprik, nnf der ,Y liegt, und jede Fläche i'-ter Ordnung also, die 
durch eine Charaktcriatik gelegt ist, schneidet 8 längs einer andern Cha> 
raktei'istik. 

Alle aualogen Flächen, deren jede 8 in zwei Charakteristiken schneidet, 
g«hett durch die Doppelpunote der einhüllenden Flache. Diese Pnncte; entstan* 
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den iltircli d«n Durchschnitt dreier Flachen v-tor Ordnung, bilden die Basis eines 
Netzes (48). Umgekehrt schneidet jede Fläche des Netzes S in sswei Charak- 
teristiken. Denn denken wir nns «ine solche Fläche durch zwei Puncte, die 
heliebig auf 8 atigenommcn sind, bestimmt, so negcu Jlc. beiden Charak- 
teristiken, die rliu"ch diese Piuicle gelieii, auf derselben Fläche v-ter Ordnung, 
folglich u. s, w. Zn dem Netze gahÜreu auoh die ICiugehülltcn S. Diese 
sind davon diejenigen Flächen > welche S in zwei unmittelbar folgenden 
Charakteristiken schneiden. 



CAPITEL Yin. 

WINDSCHIEFE FLÄCHEN. 

51. Eine Flüdie heisst eine Regtjß&iäie, wenn sie durch Bewegung einer 
geraden Linie erzeugt werden kann. Eine Begelfläche ist also dne ein&ch 

unendliche llellie von Geraden (Generatrixm) . 

Liegen zwei unmittelbar folironde Gcneratrixcn stets in deri-eiben Ebene, 
so bildtiQ die Durdischnitte der autöinanderi'olgenden Generatiixen eine Ourve, 
deren Tangenten eben diese Generatrizen sind. Die Regelfläche ist also in 
diesem Falle eine DevdtyppabU (abwickelbare Fläche). 

Die Regelflächen, die nicht abwickelbar sind, heis«en w&icUchu^ {gobbCf 
gauche», shnoj oder gcradlmig, ^) das heisst eine windschiefe FläcYie ist ein 
Ort, der durch eine Gerade erzeugt -wird, von der zwei unmittelbar folgende 
Lagen im Allgemeinen nicht mehr in derselben Ebene enthalten sind. 

Die windschief« Fläche der zweiten Orduuug Yisat zwei äy&temc gerad- 
liniger Generatrixen zu, das heisst zwei einfadi unendliche Reihen von 
Geraden (24). 

52. Es sei S eine gegebene windschiefe Flädie, g eine ihrer Genera- 
trixen, m ein Funct beliebig auf g gelegen ; es seien ferner g', g" die anf g 
folgenden Generatrixen. Die Gerade g ist offenbar eint r beiden Oscu- 
lierenden der Flache in m (1(5) und es geht folglieh die Tangentialebene 
dnrcli g, was auch der Berührnngspunct m ist. Hie Gerade, M'elchc durch 
m geht und g' und g" schneidet, euthält drei unendlich nahe Puijcte der 
Fläche, ist ako die zweite Osoulierende nnd bestimmt in Verbindung mit g 
die Berührangsebene M in m. 

Umg^ehrt berührt jede beliebig durch g gel^;te Ebene Üf die Fläche 



t) BRLtATiTJs, Oeometria eUteriUiva (P«dm p. 90). 
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m einem Puncto dieser Ckneratriz. Die Gerade, welche in der Ebene M 

80 gezogen Ist, dass sie g' und g" schneidet, triffi g im ßertihrungspiiDCte m. ') 
Es ist auf diese Weiso klar, dass längs der Generatrix g jeder Punct 
eine einzige Kbono M indiviih';di?iert, t'nd nmückchrt jede Ebene M nur 
einen eiozigeu PuBCt in. Die Keiiie der Puncte m und das Büschel der 
Ebenen M sind also zvrd projectivische Gebilde, nnd es ist folglich das 
Doppelverhältniss von vier Tangentialebenen, die durch dieselbe Generatrix 
gehen, gleich dem Doppelverhältniss der vier BerUhrungspnncte. 3) 

53. Zwei trindschiefe Flachen mSgen jetzt eine gemeinschaftliche Gene* 
ratrix g haben. Eine durch g beliebig gelegte Ebene M berührt die eine 
Fläche in einem Puncte m und die andere in einem zweiten Puncte m'. Lässt 
man M variieren, so erzeugen die beiden Pnnctc m, m' z\yei projectivische 
Punctrelhen, bei denen awei Puncte mit ihreu bezüglich entsprechenden 
Fuucten zusammenfjRllen; die beiden Flächen berfihren sich folglich in zwei 
Puncten der gemeinschaftlichen Generatrix. Wenn sie sich nun in drei 
Paneten von g berührten, so fielen die Puncte m, m' immer zusammen, das 
heisst, die beiden Flächen würden sich längs der ganzen gemeinsamen Gene- 
ratrix berühren. ^) 

54. Ist eine windschiefe Flüche von der Orclnnnir so trifft eine be- 
häbige Gerade i' Generatrixen und jede vou ihnen bestimmt mit jener Ge- 
raden eine Tangentialebene. Es gibt also v Tangentialebenen, die man 
durch die beliebige Gerade legen kann, das heisst, eine windschiefe Flache 
i'-ter Ordnung ist auch y-ter Glaase und umgekehrt. ^) Um die Begriffia 
Ordnung und Classe auf einmal zu nmfa>^s, ii . sngen wir, eine wind- 
schiefe Fläche ist vom v-tm Grade f wenn eine beliebige Gerade v Genera- 
trixeu trifft. 

55. Eine Ebene die eine gegebene windöchicfe Fläche v-ten Grades 
in emem Puucte m bärührt, schneidet die Fläche in einer geradlinigen Gene- 
rati'ix g und einer Curve (>* — l)-ter Ordnung. Diese trifft ^ in m und in 
V— 2 anderen Puncten. Jeder derselben ist ein Doppelpunct der Fläche, 
da er kein wirlcltcher BerQhrnngspunct der Ebene mit der Fläche sein kann, 
nnd verjirr^jit sieh nicht, wie auch die Ebene Jf um ^ rotiert. Die Curve 
(^v — l)-ter Ordnung ist in der That der Ort der Puncte, in denen die Ebene 



1) DieFHii lie lüid <!a^ dureh die Directrixen jr> ^' bestimmte Hyperboloid 
osculieren sich längs ikr (lorailen g. In Jedem Puncte derselben haben sie die 
nämliche Taogeatialebene und die uftmhcheQ Oäculiiärendcu, Jedes andere Hyper* 
boloid, das durch die Geraden g, y gebt, hat längs g mit 8 einen Contact erster 
Ordnung. (Haohette, SuppUment h la gimnitrU daeriptioe de Monge, 1811.) 

5) Chasi.e? , >T/<';?i'«'rr' sur hs mr/aces rr.rjr'ndrets par un*; Ugne droüe etc 
(Corrcspoudencc math^iati^ae et phjaique de Bruxelles, T. 11). 

Hacueiij:, a. a. 0,; — Treüti de geomdtrie descriptive, Paris 1822. p. 84. 

4) Catlst, Ott the ikeory of ^kew 9w/ctee$ (Cambridge aod Dublm nutbe- 
matioal Journal, T. 7} 1852). 
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M vou Gcneratrixöu ausädi- g geschnitten wird. Die auf g folgeude Geueriiii ix 
trifft ilf in dem auf den Berührungspanct m der Tangentialebene mit der Fläche 
unmittelbar folgenden Functe der Cunre; durch die anderen v— 2 gemeinschaft- 
lichen Dnrchgohnittspuncte der Geraden g mit der Cnrve gehen also eben- 
soviele nicht nin^ittelbar folgende Generatrixen. Ein P.unct, in dem eich 
y\-:i'\ ^otrortntL' (iincratrlxon schneidfn, ist £Ur die Flfichp ein Popjtolniniol , 
weil man, vi-rni: iruin, wie es oben | ä2) ttescheheii ist, die auf oLtimL'u nMit- 
Generatrixen jedesmal folgeiidtia Generatrixon betrachtet, üodet^ dasä in dltiseui 
Faucte die Flache zwei verschiedene Tangentialebenen zuläset. Oder man 
kann auch darauf BQckslcht nehmen, daas der Durchschnittapunct zweier 
Generatrixen, die nicht unmittelbar aufiainander folgen, zwei zusammen- 
fallende Durchschnittspunctc Jm Fläche init jcclei- beliebigen Geraden dar- 
stellt, die durch ihn gezogen ist, da diese Gerf^le nicht mehr als y — 2 andere 
Generatrixen schiseiden kann. Die Fläche hat daher eine Doppölciirve, die 
voa jeder Generatrix in v— 2 Punctea getroffen wird- Tn jedem Punctd 
dieser Cunre hat die Flache zwei Tangentialebenen die respective durch die 
beiden Generatrixen gehen, welche sich in dem Pnncte kreuzen und sich 
in einer Geraden schneiden, welche die Tangente der Doppelcurve ist. 

A der reciproken Eigenschaft zieht man deta Satz, dass die Ebenen, 
die zwei nicht unmittelbar fol^rrndc üoncratrixcn enthalten , zur Envetoppe 
eine (l<.ppf>!|, berührende — der windschiefen Fljjche doppelt iirnfffschriebene — 
Developpable haben, die v — 2 Tangentialebenen btisitat durch jede ticnuratrix 
der gegebenen Fläche. Jede Ebene, die zwei nicht unmittelbar folgende 
Generatrixen enthält, berührt die gegebene Flache in zwei Puncten, nämlich 
in denjenigen, in welchen die yorgedachten Generatrixen von der BerQhrungs- 
generatrix zwischen der doppeltberiihrenden Developpablen und besagter 
Ebene geschnitten werden. 

66. Eine windschirfp Flrichn hat im Allgemeinen einige singuliir. n rTCiicra/- 
ti'ixen , die von den unmittelbar folgenden Generatrixen getroiien werden. 
Treffen sich 2vvei unmittelbar folgeude Generatrixen g^ g', ao berührt 
die Ebene, die sie enthält, die Fläche in allen Puncten von g, wie es bei 
den Developpablen eintritt. Diese Ebene kann also als eine stationäre Ebene 
angesehen werden, die eine unbegrenzte Zahl ~ parabolischer — Beiiilu ungs- 
pnncte besitzt, die längs einer Geraden continiiierlich aufeinander folgen. 
Jede Gern rlf», rlje in dieser Ebene liegt, ist Tangente der Oberfläche in einem 
Puncle der Üeneratrix g, und der Ponot fjf!' kann als ein stationärer Punet 
mit unendlich vieien Tangeutialcbeuen ungesehen werden, die sämmtlich 
durch g gehen; jede Gerade, die durch den Punct gg' geht, ist Tangente 
der Fläche in einer Ebene, welche die Gerade g enthält. Die Zahl dieser 



i) Catlsv, a. a. 0. An Stelle der 2 Doppelpunete auf jeder Oeneratrix 
kann man in gewissen Fällen eine äquivalente Zahl dreibdier» vierfacher . . . . 
Punct« haben ; d&B heisst die Doppeleorre kann durch eine ftfuivalente Curve von 
höheier Hultiplidtftt ersetst werden. 
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«ingaläreD Panete und Ebenen ist für eine Fläche gegebener Ordniuig end* 
lieb, und folglich Ilisst dieselbe Aveder eine Guspidalcarve noch eine oscu- 
Tiercude Developpahle ku. Das hcisst, der durch eine Ldiebnjr Ebpüe er- 
seugte Schnitt hat keine Spib^c . und der Ttmyesclniebeue Kegel , dessen 
Scbätel ein bcU^iy&r Fuuct hl, liat kdiiiö VV^iideebeneu. 

In gewiseen Fällen bat die Fläche auch Doppdgeneratrixen. Eine solche 
repräsentiert zwei znsamnienfaUende Generatrixen fär jede Ebene, die durch 
sie hindurchgeht. Jede Grerade» die sie schneidet, trifft im Schnittpuncte 
die l'^lHohe in ^vei znaairir; * .llenden Puncten. 

Die Classe eines umgeöduicbcncn TCegols ist (38) gleich der der gegebenen 
Fläche, das heilst gleich >. Ist daher ?i die Zahl der liitangentialeüenen 
des KegeU, liei&ät di& Zaiil der ilbcucu, die dureh den Scheitel gelten 
und zwei Generatrixen der Fläche enthalten, so ist die Ordnung des Kegels 
gleich v(y — 1) — 2d< Aber die Ordnung des Kegels ist offenbar gleich der 
Classe der Onrve, die man erhält, wenn man die windschiefe Fläche dnrch 
eine Ebene schneidet, die dnrch den KegeJseheitel geht. Die Classe dieser 
Ciirve ist >{v — l) — 2/), wo <J die Zahl der Doppelpuncte derselben ist 
Folglich hat man = <?. das heisst, dk Cla^Ae der dojtpcUbcrüJircudcn Deve- 
lopjmhlen einer miiidudm/mi Fiäciie ist glmh ckr Ordimn*/ de$' Dojppdcuiue. 

57. Zwei krumme Linien — ebene oder Raumourven — heissen pro- 
jecUvische hnmme Ptmctreikeny wenn die Pnncte der einen den Puncten der 
anderen einzeln in der Art entsprechen, dass man die beiden Cnrven sicli 
gleichzeitig durch die Bewegung zweier Puncte er^cengt denken kann und 
dabei einer bellobigcn Lage des ersten oder zweiten Mobils nur eine ein- 
zige Lage de? zweiten oder des ersten Mobils entspricht. 

Wir nehmen jßUit m, in nw&i Ebenen P, P' seien j^vvei prujöütivitich& 
kruinme Punctreihen gegeben ; es sei v' die Ordnung der ersten, ^ die Zahl 
der Doppelpuncte mit Terscbiedenen Tangeuten, und die Zahl der Doppel- 
puncte mit zusammenfallenden Tangenten — Spitzen — ; v'', x" die ana- 
logen Zahlen für die zweite Onrve. ^) Was ist dann der Grad der wind- 
schiefen Fläche, die der Ort der Creraden ist, weiche zwei entsi)rechende 
puncte jf', jr" der beiden Cnrven verbindet? Das heisst, wie viele Gerade 
f'.T" werden von einer beliebigen Geraden r geschnitten? Eine beliebig 
durch r gelegte Ebene gchnuidet die erüte Curve iu >' I'uuctau jc', denen 
ebensoviel Pnncte entsprechen, die im Allgemeinen iu v' verschiedenen 
Ebenen des Büschels (r) liegen. Eine beliebige Ebene durch r schneidet 
umgekehrt die zweite Cuirve in f" Puncten x", denen f" Puncte x' entsprechen, 
die in ebenso vielen Ebenen des zweiten Büschels (r) liegen. Jeder Lage 
der Ebene rje*, sieht man also, entsprechen v' Lagen der Ebene rx", und 
jeder Lage der Ebene rx'* in ähnlicher Weise t'" Lagen der Ebene rx'. 



1) Catlbt, a. a. 0. 

2) Ist darunter «n p-twhw Funct, so s&bk dieser ffir Doppelpuncte. 
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Doch gibt €8 v'-\-v" Fälle, dass svei entsprechende Ebenen rx', r%" zu- 
sammenfallen. Durch r gehen also v^-^-v'* Ebenen, too denen jede zw«i 
entsprechende Puncte beider Carven verbindet, und es ist demnach der 
Gi*ad der •windscliieten Fläche, welche der Ort der Geraden jr'jt" ist, gleich 
j,«. — Offonbar verändern sieh der IJewels unci die sonstigpn Schlüsse 
nicht im Mindesten, wenn man an Stelle der beiden ebenen Cm vl;; zwei 
Kiaumcurveu oder eine Rauuicurve uud @iue ebene Cui'vti ainiinnnt, deren 
Ordnungszahlen bezOglich v' und v" sind. 

Die Curve (v") trifft die Ebene in v" Pimcten jr" und die Geraden, 
welche dieee Puncte mit den entsprechenden Puneten jr' verbinden, sind 
ebensoviele Gencratrlxen de? Fläche. Da die Ebene Generatrixen 
enthält, so ist sie für Puncte — einen für jede Generatrix — Tangential' 
ebene, und der durch sie erzeugte kSchnitt der Fläche besteht ans diesen 
Geraden uud der Curve {v'), Dio&ei- Schnitt hat 

Doppelpuncte; zieht man hiervon die v" Berbhrungspuncte ab, so drückt 

die Ordnung der Doppeicurve der Fläche ans. Betrachtet man analog den 
Schnitt der durch P" entsteht, so erhalt man die Ordnung der Doppeicurve 
ausgedrückt dnrch 



Man finde4 also identisch 



1.2 ^ ^ 1.2 ^ ^ 

oder, was dasselbe ist: 

Besetchncm wir nun mit dem Kauiün Uescidccht einer Curve {y') die Zahl 

SO können wir schliessen: Zum ebeM ptojeaHmeehe hrwwm Punctreßm eAtd 
von demdbm Geschlecht, 

Da nach den Formeln von PlQckeh 
ist, ^) wo ft* die Classe der Curve r' die Zahl ihrar Doppeltangculcn, 



• ) Diese Gleichung kann auch als eine Polgerung aus dem elior: Iji v, iesenen 
Tlies-in rii tuiirc-plieu '.vcrdpn, d» xwet reciproke ebene Curven augeuaohciulich pro- 
jecuviöciie i'unctreilicij sind» 
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und {' die (l'.r AVendetangenten ist, so ist das G«schleclit der Cunre auch 
aufigedfiickt durch ^ ^^^^^^ 

Es ist klar, dass «wer ebene Schnitte derselben winflscbfefen Fläche 
projectivischt> Punctreihen sein inüsscn . wlmh man nm als entsprechende 
Functe dic^euigen anuinamt, welche aut derselben Genetatrix liegen, und sie 
Btnd also auch Curven von demselben Geschlecht. Ist die Fläche vom 
Grade v und hat sie eine Doppelcurve, deren Ordnungssahl d ist, so ist 

das Qeschleclit eines boIiublgLn tbcuen Sciiuiites gleich - - — 7^-^ — ^ — ^' 

Ist also eine windseliiofti Fliicho v'>m '■^-Um (Jrad'' nnd vom Geschlechte 
IC, das heisst ist ^ das Geschlecht eines i.'lu ncu ISchuittes, so ist die Ord< 

nnng der Doppelcnrve gleich — — — — rc. Diese Zahl kann nun 

nicht kleiner sein als v^^, da dieses die Zahl der Functe ist, in denen die 
Doppelourve von jeder Generatriz getroffen wird. Wenn die FIScJie keine 
Doppeigerad' n enthält, durch welche die Ebenen gehen müssen, welche 
KWei verschiedene Generatrixen enthalten, so inass die Ordnung der Doppel- 
cnrve 802:ar mindfsfens 5 sein, da zwei Generatrixen, die sich schneiden, 
diese Zahl von Doppdpuncten besttseu. 

58. Unter Geschlecht ein&' Baxmcwrw wollen wir das Geschlecht irgend 
einer Perspectivcnrre yerstehen. Es sei nun v die Ordnung der Curve, » 
die Zahl ihrer scheinbaren nnd wirklichen Doppelpancte und ß die Zahl der 
Stationaren Functe; dann ist die Perspectivcurve ^) von der v-ten Ordnung 
und besitzt 0 Doppelpancte und ß Spitzen, sie tst also eine Curve vom 
Geschlechte (v-l)(»~2) ^ ^ 

Ans den Formeln Cavley's bat man nun 3); 

Dies sind also ebensoviele Ausdrücke fBr das Geschlecht einer Banmcurve. 
Da eine Raumcurve nnd ihre Perspectivcurve offcnb. r zwei projectivische 

Punctreihen bilden, so können wir schliessen : Zivei bdkbigR ebene oder Raum.' 
eurvtr/. di'e projectivisrhe Punctreihm h'ldf*». filnd von dermdhm Ge?>''hlecht. 3) 
Die Eintheiiung der ebenen und Bauraciirven und damit auch der Kegel 
und der Developpablen , sowie der windschiefen Flächen als Rethen von 

i) Dixa heilst ein el)f>ncr Schnitl «inos Perspoetirkegels der üauin curve (I2)< 
3} Hier btideuten die ^eichea 

M> pt «f r» ^» v< ^ 

dieselben Zahlen, wiu sie obon (10, 12) auseinander geseist sind. 

^) Ci Knsc ii, IMor die Singularüäten «ägdmAteher Owven (Grelles Jonmal, 
Bd. Hi 1865). 
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Geraden in Gtaeblea^Uer, die von Profesisor Clebsch vorgeschlagen i), ist von 
der höchsten Wichtigkeit. Durch eie näheren und verknüpfen sich die an- 
scheinend verschiedenartigsten Eigenschaften der geometrischen Formen. 

Dern£reiTih'!5s ist das Maas*« der SchMnerigkeit, welches das ßtudliini Omer ein- 
fach niieiidlicheri iieilie vtm Eleui-.'ntpn — Pnncten, ß-cnulen , Ebenen — 
darbieten kHua, weder die Ordnung noch die Classe, sondern vielmehr das 
Geschlecht, 

59. Die einfachsten unter den windschiefen Flächen sind die, deren 
Geschlecht Null ist. Nennen wir v den Grad der FIEohe, so ist die 

Ordnnng der Knotencurve gleich ^ ^ — ^ und es hat also ein beliebiger 

ebener Scimitt der Fläche die grösste ZalU der Doppelpuuctc , die in «iner 
ebenen Curve existieren kSnnen. Durch einen beliebigen Pnnci f des ebenen 



1) Man vgl. auch Schwai;7, De superficithu-i in jilanum explicuh<''i>nj i^nmornm 
Septem ordmum (Grelles Journal, Bd. 64) uod j/e^tfr dm genuUiidgen Fläcitm 
J'äty'ien Grades fibid. Bd. 67). 

(v^l) (v 2) 

') Eine ebene Curvo ist vom Geschlechte Null, sobald ^ — ~ 

ist) daa hoisät^ sobald »ie die grösste Zahl vou Doppelpuiicteu bßidtzt. (^Einleilunfjf, 
Nr. 35). In diesem Falte kann man die Faneto d£r Gor^'e einseln mittelst der 
Curven eines Büschels (v — l)-tci- Ordnung erhalten. Denn die Doppelpuncte und 
2v— 3 andere beliebig in der Cnrre fizirte Fancte bestimmen dn System von 

— — P-^'L — ^ -> 1 Funeten, das heisst, sie bestimmen (Eifdeittmgt Nr, 41) die 
1 • ^ 

Basis eines Bflsdiels (c — l)-ter Ordnung. Von diesem schneidet jede Cnnre die 
gegebene Curve «n einettt ' '.'J^n neuen Punele. Die Curvc ist in Gem&ss der 
Formeln von FtttoKsa Ton der Classe 2(v — 1) — x und bat S(v — 2) — 2x Wende- 

xlx—i) 

pnncte und — 2—x) ^ — Doppeltangenten. Daraus folg^ dass eine 

Curve der v-ten Ordnung nicht mehr als — ^- Spitsen haben kann. Ci.bb8CiI| 

Udter dit^eimge^i eöemu Curoeap derm üoordiiuum i-ttümale Fmictioimi ekißi 
Pewameter» wnd, (CreUee Journal, Bd. 64; 1865). 

Da die Curven eines Bflschels einzeln den einseinen Pnnoten einer Geraden 
entsprechend nufj^rfassf ^voiilen können, so liann man also auch enic Ciirve vom 
Gescblf chtc Null als eine jeder Geraden projecttrische Punctreihe auffassen. Dies 
gilt auch für eine HaunMSnrve , da man (ftr diese stets ihre Perspeclivcucva äetzen 
kann. Hieraus ergeben sich viele vichtige Folgerungen. Zorn Beispiel, wenn in 
einer Curve vom Qeachledit 0 ^.Tvei Eoihcn entsprechender Functe existieren in der 
Art, dass einem belieb'cfon runcto der ersten Reihe ß Puncte der zweiten, und 
einem beliebigen Puncte der zweiten ß' Punete der ensten Eeihe eutspreclieu , so 
ut ß-{-ß' die Zahl von Pnneten, in denen je swei entsprechende susammenfidlen. 
Das heisst auch, nm es kurs su sagen: Gibt ea in einer Owrve vom Geschlecht 0 
Zfrei Bethen von Funden viit der Bcziehum/ fß, ß'J , so dtc Zahl der gft- 
.tainmrrjtaHfinfJf-n Pimetf gleich ß-\-ß'. Um diüsfs Tliporcm zu bevi'citet) , genügt 
eB, zu beachten, dass daasalbe für eine gerade I'unctreibo richtig iüt, die der 
gegebenen Cnnre pri^eeUvisch isb Catlet, Note enr la eorre^ponäanee de deux 
pcint» tur me cowhe (Comptes rendus, 12 mara 1866). 
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Schnittes geht eine Geaeratrix, irelche die Doppeicurve in y— 2 Puncten trifft 
¥011 inlcm dieser Poncte geht eine netiu Gcnoratrix «us. Es sei jr' der Punot, 
in dem dieselbe den ebenen Schnitt trifft; dann entspreclien also dem Puncte 
r je V— 2 Puncte x', und ebenso bestimmt der Ptinot x' andere > — 2 Puncte, 
von denen einer x ist. In dem ebenen Schnitte also, der eine Curvc vom 
üä«chleclite 0 dai-stellt, existieren zwei Ileilieii vou Puncteii mit düi- Be- 
ziehung (v— 2, V — 2)i es gibt folgücli 2(>— 2) vereinigte Puncte, das heisst, 
in der Baumcurve existieren 2 (v — 2) Cuspidaipnncte — Puncte, in welchen die 
heiden Qeneratrixen zusammenfallen — oder auch, es gibt 2 —2) Generatrixen, 
von denen jede durch die unmittelbar folgende Geueratrix geschnitten wird. 

60. Wir beschranken uns hißr auf den Fall e!>>er ^vi>1deoll!pfen Flüche 
v-ten Grades, die zwei gerade 1 )!re<^trixen a, h hat. Es ^ei k die Ciuve 
y-ter Ordnung, die man erhält, wei)ii man die PliieUe durch eine Ltiliahig 
fixierte Ebene schneidet, dann ist die Fläche der Ort der Geraden, welche 
auf den drei Direetrixen a, h, h hingleitet. Die Geraden a, h mögen auf 
der Flä«he etwa ^-fach und «r.fach sein, dann werden folglich die Puncte 
a, b, in denen sie h treffen, für diese Curve bezüglich />-fache und «-fache 
Pnncte sein. Die Geraden, die dnroh oinen Punct v von n gehen und b 
treffen, liegen in einer Ebene; diejeni. voKbe r mit den l'uiioten von h 
verbiuden, bilden einen Kegel K-ter Ordnung, liir welchen diu Gcrado jrb eine 
0-'fache Generatrix ist. Der Kegel und die Ebene haben noch andere v—v 
Gerade gemein, die ebensoviel Generatrixen der windschiefen Fläche sind, 
die durch x gehen. Es ist folglich p — v — a. 

Jede Ebene durch a schneidet Je ausser in a noch in «r Pnncten, oder 
auch sie schneidet die Fläche in <t Generatrixen, die, Aveil sie h treffen 
müssen, sKmmtlich durch denselben Punct gelieu. In gleicher Weise schneidet 
jede durch b gelegte Ebeue die Fläche io ft Generatrixe», die sieh iu eiima 
INincte von a schneiden. Die Qeneratrixen, welche von dem nämlichen 
Puncte X von a ausgehen, treffen h \a p Puncten jri, jr'i, . . ., die auf einer 
Geraden x liegen, welche durch b geht, so dass die Puncte x von a pro- 
jectivisch den Geraden x oder den Gruppen der Puncte X\t die in diesen 
Geraden liegen, entsprechen. Jedem Puncte x von a entsprechen p Pnncte 
Ti von h, die mit h in gerader Linie liegen, aber dem Puncte 0 von a ent- 
sprechen p ift dem Puuct n selbst zusaunnenfalleHde Puncte, -weil die Ebene 
von h keine Generatrix dei' Fläche enthält; das heisst, dem Puncte jc a 
entspricht die Gerade 3b = ba. Den Tangenten der <r Zweige von iE;, die 
sich in b kreuzen, entsprechen die Pnncte, in denen a von Generatrixen 
getrofften wird, die von b ausgehen. 

Haben wir umgekehrt eine ebene Curve h der v-ten Ordnung, die einen 
/j-fachen Punct a und einen «r-fachen Punct b bftt (o-yt ■--= vs. niid ehie 
Gerade a, die auf k im Puncte a autsfebt, deren Pimctc t i'n iLctivisch den 
Geraden x entsprechen, die iu der Ebene vou k liegen und in b 2;usammeu- 
laufen, und setzen wir voraus, dass dem Puncte jr = a die Gerade « =: ba 
entspricht, was ist dann der Ort der Geraden xXxt welche die Puncte 
TOii 9 mit den Puncten Terbinden, in welchen h von den entapreohenden 
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Gerade x geschnitten wird? Mau uelime «iue beliebige Gerade / al$ Axe 
eines BiUchela vou Ebenen, die dnrch die versdiiedeueii Puucte x von a 
gchsn. Dieses Bßscbel und das Büschel der entsprechenden Geraden x sind 
projectivisch und erzeugen daher durch die Durchschnitte der entsprechenden 
Strahlen einen Kegelschnitt^ der dnrch a und b geht, also Je in noch vei- 
tern 2y— />-<r— V Piuicten j, schneidet. Verbindet man mit demjenigen 
Puncte ,r von a, welcher dem Strahle -k = bti entspricht, so erhalt mau 
eine Gerade, die in der Ebene tx üegf. Die gesuchte Fläche ist also vom 
y-ten Grade. Jede Ebeue durch a schneidet k in a und in anderen ff Pimc' 
ten Xt, denen der Keihe nach der Fanct a und andere <r Puncte x von a 
entsprechen ^ die beiden Pnnctreihen sind projectivisch und zwei entsprechende 
Puncte fallen ^{osanimeii; die Geraden xxi schneiden sich daher sSmmtJieh in 
einem festen Puncte g der Ebene. Geht die Ebene durch ab, so fallt der 
PmiPt 2 mit b ünsammen imd folgTich hat die Flache ansser a noch eine 
andere gtiatllini;:!- 1 tiiLCfrix, fite ö" fach ist und durch den Pnnct b geht, 

Wii' Wüllen jetzt annehmen, die Gerade i rüoke dör Geriwieu un- 
endlich nahe, also auch der Puoct b dem Puncte a. Nehmen mv p nicht 
kleiner als <r, so gibt es unter den p Zweigen von k, die sich in a kreuzen, 
<r, die anch durch b gehen und die also von der Geraden ob berUhrt wer- 
den. ^) Tn diesem Falle cnt^sprechen die Puncle x von a denjenigen Geraden ss 
projectivisch, die in der Ebene von /• dnrch a jrpjrojren sriid; der Piuict a 
entspricht der Geraden ob, und 'lic Fläche ist iiiu h der Ort der Geraden, 
die von dem X^uncte x n&cli den Functen Xt geiicn, in d^nen k von den 
entsprechenden Geraden sß getroffen wird. Jede Ebene durch a enthält *r 
Generatrixen, die in einen Pnnct der Directrlx a zusammenlaufen, die für 
die Fläche dne />>faehe Gerade ist Es folgt hieraus, dass dnrch einen be- 
liebigen Punot von a eine Zahl von p-~<r Generatrixen geht, die sämmtlich 
mit n zupammenfallen, imd in jedem der /»—t Pnncte von a, welche den 
Tangenten an die Zweige von k entsprechen, die t.icht von ab barührt wer- 
den, fidlen fi -a {-l Generatiixen mit a au&aminen. 

Umgekehrt: Gegeben eine ebene Curve k von der Ordunng v— n-fcr 
die eben p[-\-<r)'fMhea Punct a hat, femer gegeben eine Gerade o, deren 
Puncte t eine projectivische Pnnctreihe in Bezug auf das Büschel von 
Geraden x bilden, die in der Ebene von k durch a gehen, in der Art, dass 
dem Pitncte X '~ a die Gerade cib entspricht, die t Zweige von Je in " I c- 
rühit ihkI in diesem Puncto /-H"" gemeinschaftliche Puncte mit d«r 
hat, dann ist der Ort der Geraden xX\t welche die Pwncte von a mit den 
Poncten vei*binden, in denen k von den entsprechenden Strahlen x getroffen 

i) Man hat so eben Tielfachen Punot a» durch den p Zweige der Curve gehen, 
der aber fllr 

pir-i) , 

1.2 1.2 

Doppolpnncte gilt, da er durch das Zusammenfallen eines «-fnch-^n n:t<\ eines 
<T-fn<"hnn Ptir.ctes or.tstcht. Cwr.v.Y ncr.nt ihn einen yff^-^-A^-facbw Funct, Ufa ihü 
von emem (^>-j-cr^-iacbeu l'uucie zu uaterbcheidun. 
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wird, eine Fläche des y-ton Grades. Denn zieht mim eine beliebige Trans- 

vers i'? ?ü prhäft man wie im allgemcraen Falle einen Kegelsohnitt, der durch 
0 geilt und d: ir ab li'r i ührt, also k mir noch in anderen > i'iiucten ri tviitt. 

lu büidon Fällen, mögen die Dirautrixäu b versuhiodQu «eia oder 
zusammenfallen, ist, die "windschiefe Fläche vom Geschlecht 

( v-l)(v-2) p{p-\) <T{a-\) 

1.2 ~ - "TT 1:2" = (p-\){'^-^- 

Diese Z,-.lil kmvi sieb aber noch oniicdrigen, ■wenn dir- Curve /. andere viel- 
fache Puncte und foJglicii die Fliiclie vielfach'' (rciii iairixLii lnsitzt. 

Macht maQ also pssi^f O = i, m iiat mau das einfachste Bei- 

spiel der eben betrachteten Flächen. Die windschiefe Fläche dritten Grades 
hat im Allgemeinen zwei geradlinige Directrixen, von denen eine eine Doppel" 
gerade ist Bude Directrixen können aber auch in eine einzige Gerade zu- 
sammenfallen. ^) 



1) CArt.iBY, Secönd viemöir on ihm mrfaeea otherwise teroüt. (Fbilosophioal 
TransacuoB«, 1SG4; p- 5dIO- 

2) Man flöhe des Verfiissers Abhandlung : Suüc tuperfieU gohbe del terz^ or» 
ünt. (Ätti del B, Istituto Lüinbardo. Milano 1881). — Sur U$ surfaeet gmuihes 
du iroisUme degrd. (Grelles Jouriial , Hd. CO; 1861). — nappresentazione della 
superßaie di Sietim" e deüe mperßcic gohbe di grado «opra un pM»io (Jieodi- 
conti del B. Ist. Lomb. Milano, gennajo 1867). — Rappresentai^one di tma elatte 
tU 9uperficie gohl» sopra un piano, eec (Annali di Matematica, 2* Serie, T. 1*, 
Milano 1868). Man vetgleicbe auch die Philoflophioal Transactiona 1863 j p. 241. 

Wenn eine nicht v.indschiefc Fläche v-ter Ordnung eine Gerade r enthslt, so 
b«rfihrt> im AUgemeiuon jede Ebdoe, die gans beliebig duräb r gelegt ist, die 
BlSdie in v-1 Torachiedenen Puncten. Es sind dies die Dorchsehoittspunote von 
r mit deijenigen Curre, welche mit r zusammen den ToUsULndigen BnrehsohBitt 
der Fläche und der Bbene bildet. Dreht man die Ebene r, so erzeugen die u—l 
RorührunjTspuncte eino Involution fi- H frn Gr.-^drs, rl ron Boj pclpuncte offenbar 
parabolische i'uncte der Fläche sind, da die Taugeuiialtiuene in jedem, defsolbea 
die Fl&che in zwei unmittelbar folgenden Fuaeten berührt. Haben swei nicht 
geradlinige Flächen von den Ordnungen eine Gerade r gemein, so haben wir 
auf dicsQr zwei prüjectivi.sclir Involutionen, wenn man die Puncte nls entsprechende 
ansieht, in denen die beiden Flächen von derselben Ebene berührt werden. Beide 
Involutionen babun {Eiräeitunfft Nr. 24, b) f-^v' gemeinsebaftliche Fnnete, das 
heisst, beide Flächen berühren sieh in Puncten von r xmi schneiden sieh 
folglich in einer Curre, welche r in diesen v-}-f' Puncten trifft. Wenden wir 
dieses Resultat auf eine nioht geradlIiiT<Te FiSche v-t r Oi Jnuti« an, die durch v 
üenetatrixen deaeelbea bjstem* eines Hyperboloids gehen, so tindct man, das« der 
überbleibende Schnitt dieser beiden Fliehen eine Curve v-ter Ordnung ist, die mit 
jeder der v Generatrixen u Punote gemein hat. Die Fl&ehe sebneidet also das 
Hyperboloid aueaerdem noch in v Generatrixen des andern Systems. Dieken Satz 
vciflanlct man Moutahd (Man sehe Ponckt/ft, Fmptiüt» pnffe6twe$ de« ßgure», 
anuütation de la 2° editiou, Fariä lä65 ; p. 41 8j. 

Beciprok gilt dasselbe Theorem für eme nicht geradlbnige FUkche y-ter Chwee, 
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CAPITEL I. 

POLABFLÄCHEN IN BEZ.VQ AUF EINE FLÄCHE 
BELIEBIGEE OBDNUNG. 

Ol, Es sei eiue beliebige Obeniiiche {JTundameutalfiächeJ dör v-i^ii 
Ordnung gegeben, nnd es sei o ein beliebiger im Eanme fixierter Punct. 
Lässt man nun um o eine Transversale rotieren, die in einer beliebigen 
Lage Fv in V Panoten a^, a^, . . . , Hv trifft, so ist der Ort dei- harmo- 
nischen Mittelpunctc ^-ten Grades des Systems a, , . . . ai» in Bezng auf 
den Pol 0 eine Fläche p-Ur Orclmuig, da sie auf jeder dn-ch o gezogenen 
Tran8ver??a!c p Puncto besitzt. Eine solche Flache ncnnf inaii die (v— 
Pclcsrfläcia' des Piincfes o in Bezug auf die Fundamciiialiliu lif^" F-^.^) 

üdei' iiisst man um 0 eine Trausvcrsalcbeae rotiereu, die iu einer ge- 
wissen Lage Fl, in einer Cnrve Cy der v-ten Ordnung schneidet, so ist die 
{y—pyxa Polare von 0 in Bezug anf eine andere Cnrve p-tee Ordnung, 
und der Ort dieser Cnrve ist eine Fläche />-ter Ordnung: die (y—pyu Polar- 
flSche von 0 in Bezug anf Fy. ^) 

Auf diese Weise entspricht dem Puncte Sf eine Zahl von v— 1 Polar- 
flächen in Besag anf die gegebene Flache. Die erste Polarfläche ist von der 
(f— l^-{en Ordnung. 'Ho ?;\veite Polarlliiche von der ton <'>rdnnnp'. . . . ^ 

die vorletzte Po^u-tlactje ist eine ()h<*rH'ic!i<^ zweiter Onluuug ( Quadripolur- 
ßät^iej, die letzte odtii- (v--l)'te PolariiUciie endlich ist eine Ebene (FolmxbetieJ, 



1) GuA.sB»ÄNx, Theorie der Cmiratm (Grelles Jonnialj Bd* ^. 1042; &. 272). 

2) Ist Fi, dn Ksgel, and der Pol ein vom Scheitet versehiedener Punct, so 

sieht man sogleich, trenn man dnreh den Scheitel und den Pol eme TnnsrerMl- 
ebenc legt, dass jede beliebige Polarflache wieder ein Kegel ist mit demselben 
Scheitel als der gegebene (4). 
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62. Ans dem bekannten Theoreme: 0 »^^^ ^ harmonischer Mittel- 
;,punot p-ten Grades für das System 0|a> . . av in Bezug auf den Pol 9, so 
^ist umgekehrt ü ein harmonischer Mittelpunkt (v— />)-ten Orades desselben 
^Systems c,«, . . tty in Bezng auf m als Po!* folgt : 

Isi m ein Punet der (v—p).ten Folas^ädie von 0, to ist vmgekehrt o a^f 
der p-ten Polarfläcke von m gelegen, 
Oder auclu 

Der QH eines Poles, dessen p-te Polarfläc^ durtSi ei$ten gegd>enen Punct 
0 geht, ist die {y—p)-te Polarßiefte von 0. 

So ist zum Beispiel die erste Polarfläche von d der Ort der Pnncte, 
deren Folarebenen durch o gehen ; die zweite Folnrfläche von o ht der Ort der 

Par.cfc, deren Quadripolarfläcben durch o gehen ; u. s. w. ümgelccliii ist 
die Polarebenc Ton ff cler Ort der Puncte. deren erste Polarfliichen durch a 
sroiien: die Qnadripolartlächo von o ist dor Ort der Pnncte, deren zweite 
i'oihiJlachen durch o y litjTi : ii. s. w. 

63. Aus dorn bekamuen Satze : 2) j^Siiui m,, lUj, . . , nip die harmo- 
^niächen Mittelpuncte p-im Grades des Systems dt, o, . . . <i> iu Bezng auf 
ffO als Pol, so haben die beiden Systeme 0|0t « ■ nnd titimj ... in Be- 
},ziig auf den nämlichen Pol dieselben harmonischen Mittelpunote «r-ien Grades, 
<r</»,« folgt: 

^3« heUehiger Pol kaf (Uejtelhe Polarfläcke in Besug auf die gesehene 
Pläche tmd in Bezng nnf jede PokvrßäcAe höherer Ordnung för denselben Pd 

als IhmäammtaJfäche mgesehcn. 
Oder mit anderen Worten : 

Fifsr einm gegebme» Pol /iUll die <T-te Polarßädie in Bezug <mf dm 

Polarfl&eke mit der (tf-f^)"*«» Polarßädie in Bezug aurf die f^tda- 
mentä^fiache »usammen. 

So fallt zum Beispiel die Folarebene von o in Bezug anf Fp zusammen 
mit der Folarebene in Bezug auf die (»*— 2)-tc, (v— 8)-te, (v— 4)-te . . . Polar- 
fllichc dtssclbcn Polos ; . . . ; die zweite Polai-fläcTic von o in Bezug auf 
Ft> ist die erste PolarflSche von 9 in Bezug auf die erste Polarfläche des- 
selben Pnnctes; u. s. -n-. 

()4. Wenn der Pol o auf der FimtTamentalflache Hegt, so dass er also 
den Platz einer der > Diirchsch'i!tt?riiiri( to a,.«,, . , . , (ül) vertritt, so 
fallt der harmoJiische Mitteljuuict, eiöteii Cinules mit o zusammen. Ist aber 
die Transveiisalo Tangente vou P^ iu o, so «nd zwei Puncte Og, . . . , 
ai/ in ff vereim'gt, und >fireil in diesem Falle der harmonische Mittelpunct 
ersten Grades unbestimmt wird, so kann- man in diesem Falle jeden Punct 



1) Einleiha^t Nr. 12. 
S) Mnleitung, Nr. 13. 
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der Transversale als solchen betrachten. ') Nun ist der Ort der Tangenton 
von Fy in o eine Ebene, so lange wenigstens o kein vielfacher Fuact ist; 
folglich gilt der Satz : 

J}^U J^oktt'ebme mtm I*mot£3 der Fmidü)nmia\flücJi& üi die Ttmgetdial- 
ebene der Fläche in diesem Funde. 

65. Wenn der l*ol nicht anf Fy liegt, aber die Transversale Tangente 
dieser Fläche ist, so fallen zwei von den Puncten «t, a,, . . . , Ot» in den 
BerQhmngspnnct zusammen; dieser ist also einer der harmonischen Hittel- 
pnncte des (i'— l)-ten Grades, ^) also ein Punct der ersten Polarfläche. Man 
hat folglich den Satz: 

Die erste PofarßäcM eines helieUgen Pmetes o selmddef Funda- 
mcntolßcU'he in d(r Berükrungscurve müehm ddeser Fläche und dem umge- 
schrUheiien Kegelt dessen Sc^ieiiel 0 ist,. 

Die erste Polarfläche ist von der (v— l)-ten Ordnung, sie schneidet also 
Fy in einer Curve ^Cv— l)-ter Ordnung. Diese Zahl drückt also auch die 
Ordnung des umgeschriebeneii Kegels aus. ^) 

66. Die Classe von Fy ist die Zahl der Tangentialebenen, diß man an 
diese Fläche durch eine beliebige Gerade oo* legen kann, das heilst die 
Zahl von Kbenon. diV dnirh o gehen Tind den umgeschriobenen Kegel 
vom bchfciiel ü berüuieu. Mit anderen Worten, die Classe von /> ist die 
Classe eines beliebigen umgesdiricbeneu Kegeis, der seineu Scheiiel iu einem 
beliebigen Pnncte des Raumes hat. 

Die BerShrungspuncte der Tangentialebenen, die durch die Pnncte 0, 0' 
gehen, liegen in den ersten Polarflächen dieser beiden Pole. Da diese beiden 
Polarflächen und die Fläche Fy drei Flächen (v— l)-ter, (v— l)-ter, Mer 
Ordnung sind, so haben sie f(v — 1)' gemeinschaftliche Durchschnittspuncte. 
Folglich hat man den Satz : *) 

E&ne Fläche v-ter Orrhnmg ist im AVyenmnim von d^r v{> — Ty-ien Claste, 

67. Osenliert eine Gerade, die durch ilcn Fol 0 gezogen ist, die Fläche 
in lu, SU iat dieselbe Gerade auch in m inngcntc der ersten Polarfläche 
von 0, und auch die zweite Polarfläche dieses Functes geht durch w. ^) 
Umgekehrt ist klar, wenn m ein gemeinschaftlicher Pnnct zwischen Fy und 
der ersten und zweiten Polarfläche von 0 ist, dass dann die Gerade om die 
Fläche Fy in m osenliert. Die Zahl der Geraden, die sich von 0 an Fy so 
ziehen lassen, doss sie diese Fläche osoulieren, ist daher so gross als die 



1) EmUsütaiff» Nr. 17, 70. 

2) Elnkihing, Xr. IG. 

S) Mo.NdK, Application (J/i Vanalyge a la ge'omelrie, § 3. Maa vergleiche auch 
Correspotidoiice &ur Veeolc jjülyiecJuwiue. T. 1. lÖÜG; p. iOS> 

4) "PovcmMT^ M4m<nre tm la iheorie g4in4raU $ju polairet r^ciproque» (Grelles 
Jounial, Bd. 4; S. 30). 

») JBvnleitunfft Nr. 80. 
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Zahl der Functe, velche Fp nnd die erste und zweite Polarfläche von 0 ge- 
mein haben, das heisst gleich v(v— 2). Diese Geraden sind offenbar 
stationäre Generatrixen des umgeschriebenen Kegeht. 

Da wir jetzt wissen, dass der umgr schii bene Kegel von der Ordnung 
v(v— 1) ist, von der Classe 1)« nnd dass er 2) stationäre 

Generatrixen hat, so können wir miter Anwendung der Formeln von 
PiiDECKBB (3) schliessen, dass derselbe ausöt idem 
!»'(>'— l)(v — 2) (v— 3) Doppelgeucratrixijii, 
|v(v— 2)(>'»— v»-f V— 12) Bitaijgentialebenen und 
4^(1*— 1) (v— 2) stationäre Tangentialebenen' 
besitzt. Wir haben daher den Satz: 

DurcJ* einen bdiebfgm Pund o l-ann man an eine OhesifJlk^ Fy 

Kv-l)(v-2) 

Oseuiierende legen, famer 

iHf— IX*-— 2)(v— 3) 
JBitangenten Tangenten in svei verschiedenen Puncten) 

2) (j/»-v»H-v— 12) 
BitangenHakbenen (in zwei verschiedenen Puncten) und 

4c(»'— l)(v— 2) 

stattmäre Tmgenfialebeaen (die in zwei unmittelbar folgenden Pnueten be- 
rühren). 

68. Die parabolischen Puncfc bilden auf Fy eine gewisse Cnrve, die 
pa/raboUeciiC Cim^f. die von Jer ersten Polarfläche des Punetes 0 in den 
Puncten geschniUea wird, in il^iieii F-, von den stationären Ebenen berührt 
wird, die durch 0 geiien. Aus der Zahl dieser Ebenen folgt, dass die 
parabolische Cnrve von der ersten Polardäche von 0 in 4 •'(«'— 1) (»'—'2) 
Pnncten getroffen wird. Also gilt der Satz: 

Die pairahoUtthe Ourve tat von der 4v(v-~S)-^«n Ordnmg. 
Ebenso schliesst man aus der Zahl der Bitangentialebenen : 
Die Curve, loelclie den Ort der BerüJmin(js]:im(^ noMcA«» JPj» ihren 
BitangenUaieöenen darstelit, iM von der Ordnung 

Aue denselben oben betrachteten Zahlen folgert man ferner : 

Diö statiatiärm Mbmm vim haben eine Jüevdopj^aMß von der Classe 

md die Bitamgentialebenen hüben eine andere DevclappaWe von der CUme 

i v(„_l)(v_2)(>'«--v«+f— 12) 

zur einhüllmdm Fläcfte. 

69. Liegt der Pol 0 auf der Fnndainentalflitcbc JP^, so fällt für jede 
beliebige Lage der Transversale einer der Puncte «fi,. a., . . . , a> nut 0 zu- 
Bommcu, und folglicii ist 0 ein harmonischer Mittelpuuct jedes Grades des 
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S/iiteins ai 02 • . ■ in Bezug auf den Pol a. Folgliob geben alld Polat'* 
flächeu von o durch dioaea Tuoct. 

Ist die dnrch o gesogene Transversale in diesem Puncte Tangente von 
Fy^ so fallen von den Puncten ai, as,-.«, Oy zwei mit o isnsammeo, dieser Funot 
vertritt also zwei haimoniscbe Puncte Jedes beliebigen Grades, t) Jede 
Tangente in o an Fy ist daber in demselben Puncte auch Taugente aller 
Polaren von o, 

Ist die durch o gezogene Transvorsale eine der Leiden Osculierendcn 
v-n Fy, so l'all«n ausserdem drei harmonische Mittelpuucte a«f j}, und wir 
erlittlten folglich den Satz: 

Liegt d&' Fol auf (kr ImidanmiialJ^ic/ie, so lud düse ndt ^ämiatUckm 
Polarflächen m diesem Puncte die TangenticMenm und die Oectdierenden ge- 
mein. 

Daraus folgt, dass die beiden Osculierenden von Fy in o die Genera- 

trlxen der Quadripolurfläche von o sind, die sieh in diesem Puncte kreuzen. 
AVenn o ein parabolischer Punct ist, so fallen die beiden öeneratn'xen zu- 
sammen, und nifln linl dnher den Salz : 

jPie Quiiärijiolarßäche eines pm-uboUichen l'unctea i«t ein Kefjei, ditr dk 
enüspredunde Wendeebeae berührt ^ und die BerüArung^enerairix ist die Gerade, 
die in diesem Punde die Fundamentfdßäcke oseuüert. 

Man sieht ausserdem, dass ein parabolischer Punct der Fundamental- 
fläche diese EigenscbafI;, ein parabolischer Punct zu sein, auch fSr alle 
Polarfüichcn deaselben Pimctes behält. 

70. Fällt auf einer Transversale der Pol o mit «inem der Puncte aj, 
rto, . . . , aw aum Beispiel mit ai zusammen, so sind die harmnni -chen Mittel- 
jn-iictü ili's fv ~l)-ten (!i:irlos de.« Sy^fpins iu Bamg auf obengenannten Pol 
der i'uiict ai und die liai monii^chcn Mittelpuncte des niederen Systems aa, 
03 , . . . , ttv in Bezug auf denselben Pol. Daraus folgt, dass die erste 
Polarfläche, sobald der Pol o auf der FundamentalflSche liegt, der Ort der 
harmonischen Mittelpuncte des (v— 2)-teu Grades des Systems der v — 1 
Puncte ist, in denen Fy ausser in q von einer beliebig durch o gelegten 
Transversale geschnitten ivird, und analog ist die fi-te Polai-fläche von o 
der Ort der harmoTrschen Mittelpuncte (v— jo — l)-ten Grades fiir das System 
der gbengeaiannten 2 Pnncte. 

Die Geraden, die sich vou o so zielten lassen, dass sie Fy anderswo 
berühren, bilden einen Kegel der [»'(v -1)— 2]-ten Ordnung; denn eine be- 

1) Mnleitung, Nr. 17. 

2) Aus demselben Satxe Aber die harmonischen Mittelpuncte {Einhltv.ng, Xr. 17) 
erhält man den Satz : Wenn eine Oerade tivt der Fvnäammltttßäche einen p-pun- 
cHgm Cmüact hat, so l*at «t« eine ehmao Jtohe Bm'üJirmig in deaml&en Ptmete 
mit Jeder Polarfläehe des Berüliruu^q'unetes. 

3) Finteitung, Nr. 17. 

OsKHOHA. OberflRchen. 5 
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liebig durch o gekgtc Ebene schneidet Fv in einer Ciirvc v-tcr Ordnung, 
an die .sicJi von a aiu geuau v(y~l) —2 Taugenteu Jegeii lasi^en ausser der 
Tangente durch o, Bas will sagen, dass der nmgeschriebeue £egöl, der im 
Allgemeinen von der — l)-ten Ordnung ist, wenn der Scheitel o auf die 
Fläche selbst fällt, sich in die zweimal gezählte Tangentialebene von Fu in 
0 und in einen wirklichen Kogel [»»(v— 1)— 2]-ter Ordnung auflöst. Dieser 
Kegel ist die Enveloppe der Ebenen, welche in den Functen berühren, 
in -welchen sich Fy und die erste Polarfläclic von o schneidert. Diese beiden 
Flächen berüin-en sich aber in o und haben dort dieselben Oscuh'erenden, 
foiglicU hat die DiircJ)schnitt.«cnrvc von F,, mit den ersten Polarflächen von 
0, dcU heliSät diü BerUhruQgsaurve zwischen Fy und dem uaigt^üchriabeueii 
Kegel vom Scheitel a zwei Zweige, die sich in o kreuzen, und dort von 
der Geraden berührt werden, weldie in demselben Puncto Fv osculioren. 

Es folgt weiter, dass die Tangentialebene von Fy in o auch den um- 
geschriebenen Kegel längs der beiden Osculierenden berührt, wie wir es 
schon anderweitig (33) gefunden haben. Die Ebene und der Kegel haben 
ausfcrdom nnrh v -1) — 2— 2 . 2 ä (v — 3)(»'+2) Gerade gemein, und folg- 
lich hat rnau den Satz : 

Uräcr den Geradm, die Fy m 0 b&rührcn, giU €$ (f— 3) ("+2), die 
Fv auch anderweüig bcrülirai. 

Berühren sich drei Flächen in einem Functe und haben sie in ihm die- 
selben Osculierenden, so ist dieser Pnnct sechs zusammenfallenden Bnrch- 
schnittspnncten äquivalent. ^) Die Fundamentalflache und die erste und 
zweite Polarfläche von a haben dalicr ausser diesem Puncto nur noch 
(v — 2) — 6 gctneinschaftliche Durchschnitispnncte; das hei.sst: 

Ihtrch 0 geheäi (v— 8)(v'*-[-2) Gerade, die Fv andcnvo oscidieren. 

Der umgeschriebene Kegel mit dem Scheitel o hat nach den iMninr-ln 
von Plueckkr (ü), da seine Ordnungszahl gleich — 2), seine Classe 

gleich J}' i.st, »md da er (v— 3)(>'H-2) Cuspidalgeneratrixen hat, 
* 8)(v— 4)(i'«H-v— 2) Doppelgeneratrixen, 
4v(v— l)(i/_2) Wendeebenen, und 
i v(v—l ) (v— 2) (v»— i/'-fv— 12) Bitangentialebenen 
ausser der Ebene, -welche Fv m o berührt 

Diese Zahlen gehen an , wieviel Gerade man dstrch o legen kann , so 
das-t sie F^ andci-iceitig in zwei verjsckiedmm Pun/rtm berühren f teimtde 
W&ideebmea und wieviele Wangctdiidcb^iuiu duych o ffeJten, 

71. Hat Ft, einen «r-fachen Punct 1^, und man nimmt diesen als Pol, so 
sdineidet eine beliebig durch b gelegte Transversale die Fläche in diesem 
Puncte in ff zusammenfallenden Functen; <r harmonische Mittelpuncte jedes 



I) Bieä kl klar, iveim m&n eiucr der drei Flächen die Tangentialebene sub- 
stituiert. 
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l)eliel)ig('ii (Ürafles fallen auf b, nnd diosor riinct ist folglicli für jede Polar- 
llücUe dkses Punctes eiu o-£iidibv Piiuct. 0 D<U'<).us folgt; 

Die (tf—c)'to Folarßäeke von 1» igt ein Kegd v-tex- Ordnung mit dem 
ScfieUd in ^, und die Pdarfläcken niederer Ordnung desselben P<metes werden 
ttnbeedinmt. 

Ziehen wir dnrch b eine Trnnn ersale, die in ilim mifc Fy einen 

punctigcn Contoct tat, so sind die liarmonischen Mittelpunclc des «"-feii 
Grades unLcstimmt. worans folgt, daas die Transversale vollständig auf der 
(v~o-)-(eii Polariiiiche liegt. Hat aber die rnuisversal© in h eiuen (<j4-2)- 
piiuctigen Conl&ct mit i'V, so sind die harmonischen Mittelpuncte sowolil 
des «"-ten als (ff+l)-ten Grades unbestiaimt, und die Gerade liegt daher so- 
wohl auf der (v— fl)-ten als der (i*— ^— l)-ten Folarflache des Ptinctes b. 

Von dieser letzten Art gibt es <r{<r-|-l) Transversalen oder .i.uli, il'a 
beiden vorgenannten Polarllächen sclmeiden sich in <r(<r-{-l) Oeradcn. Denn 
ist p ein beiden rolarlllichen genif i::<?,nmpr Punct, der aber von h verschieden 
ist, so liegt die Gerade nicht blos in der (y — <?)-teii Tolarfläche, da diese 
ein Kegd mli. dem Scheitel b ist, sondern aach in der (v — <r —l)-ten Polar- 
fläche, da sie mit ihr <r-^2 Fnncte gemein hat. 2) Wir haben also den Satz : 

Sobald eme FUndamenta^fiäche v-ier Ordnung mien a-fadien Pimct Aal, 
so ist der Ort der Oeraden, die in ihm mit der Fiiichc einen (T-{-i)-punctigen 
Contmi haben, ein Kegel <r-ter Ordnungf die (v— o)-/« Polarßiichä dickes 
Piinctc^. Es gibt tmn «■{«'-f-l) Gerade, die dort mit der FläeM «t-\-2 <fcme.ui- 
sch^'tiii^te ssttsammmfftUmde Funde haben, lyieselben bilden den Durchscimiii des 
obengenamden Kegels util der (y— <y— l}'tot PökußMie des Fundss. 

Ist nmgekehrt die (f — (r)-te Polarfläche eines Panctes b ein Kegel von 
der «T'ten Ordnnng mit dem Scheitel in 0, so ist der Punct h für die Fnnda- 
raentalfläche ein «r-facher Punct Denn zieht man durch If eine beliebige 
Trant?versale, so findet man, dass die harmonischen Mittelpuncte ö- ten Grades 
sämmtlich in vereinigt sind, was nnr dann geschehen kann, wenn im Pole 
a Pnncte des Systems ai «2 . . zusammenfallen. 8) 

Wenn die {y — <y+l)-te "»*tl lolgiidi auch jede andere FularHäche nie- 
derer Ordnnng eines Poles 1t unbestimmt ist, so ist die (v—0')-te Polarfläche 
ein Kegel mit ^em Scheitel h. Zieht mau nämlich darch If eine Transver- 
sale, so ist jeder Pnnct derselben ein haitnonischer Mittelpunct dos (tf- ])-ten 
Grades, was nicht eintreten kann, wenn nicht in h alle harmonischen Mittel- 
puncte ö--tcn Grades 7.n.sammenfal1en. 

72. Wenn von den Puncten fti,a2, . . tt> anf den Punct b fsdlon, 
und die übrigbleibenden durch «i, «2, . . . , (tv—<r bezeichnet werden, so ist 

1) JSmleitung, Nr. 17, 72. 

2) Von diesen abd im Pancte 2t vereinigt, weil jede Gener&lriz des 
Ecg^ck in ti mit Fy einen (<r'^l)-ptinctigen Contact bat, und also auch mit jeder 
Folfufiäobd von if (G<)). 

Mnleittaig, Nr, 17. 

5» 
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bekannt, i) dass die harmonischen Mittelpiincte des (p—<f)-trni Orades (pxf) 
de? Systems aiöa • • • Av—ö- in Ber.v^ nvf den Pol b mit dem «r-tnal genom- 
menen Punct J) zn-annucn Tiie li'uin jnischen Mittelpnncte f>-l(*n Grades füi* 
das volSständigf Systoir. aiai...rtv i» Böaug auf deuitelbeu Tul bilden. 
Folglich hat man den Öatz: 

Die (/ Polarßäche des <t -fachen Pmetes b üt der Ort der Aar- 

monüdien MUtelpuncte des {p-^cy-ten Oradea der v^a Pvsnde^ in denen 

von «Siier beliebigen IVansveraale geschnittm wird, die durch h gezogen ist- 

73. Ist tt ein vielfacher Punct von nnd o ein beliebiger Pol, ao 
fallen, wenn man die Transversale nb zieht, mindestens zwei von den Pancten 
ai,a2, • • • , ttv in den Punct b znsammen, itnd ^ vertritt folglich mmdcstens 
einen hannonischen Mittolpunct des fv--l}-ten Grades. Das beisst ab^r: 

JJk erste FolarßdcJic eines beimngeu F<du geid dm-cJi Ma viclfachm 
Pmcte und /olglieh mitJi durc^ die vie^tu^en (hrvm der Fmdaanental- 
fläche. 

Es folgt daraus, dass, sobald Fy der Complex von zwei oder mehreren 
Flächen ist, die erste PoIai iirH lie jedes beliebigen Poles dnrch die Gnrven 
hindurchgeht, längs deren sich die Componentenflächen ztt zwei nnd zwei 

schneiden. 

Wir wollen jetzt als speciellcn Fall voratissetaen, sei ans ciiH'm 
Kegel «r-ter Ordnung uod aus einer anderen Fläe-he Fv~a zusammengesetzt, 
und der Pol sei der Scheitel o des Kegels. Dann eutbält jede Generatrix 
dieses letzteren als Transversale betrachtet eine unbegrenzte Zahl von Puncten 
tti, OS, . . . , ttv und folglich auch unendlich viele harmonische Mittelpnncte 
eines beliebigen Grades. Die (i^— />)-te Polarfläche des Pnnctes o ist folg- 
lich (7*2) aas dem vorgenannten Kegel nnd der (y — p)-iea. Folarflache von 
0 in Bezug auf Fv_<r als Fundamentalfläch o betrachtet zusammengesetzt 
Ist <r~1, so wird der Kegel eine Ebene, nnd der Satz gilt fCtr jaden be- 
liebigen Punct 0 dieser Ebono. 

74. IHe FtMtrjW^wi derselben (y~p)-ici( Ofdnimg ^nes festen Poles o 
in Benug auf die Flächen eines BüsduU '■^■ter Ordnung als Fundameatäl- 
flädien angesehen bilden m zweites, dem gegebenen proJecHvisiAes BUsckei, 

Denn eine beliebig durch o gelegte Transversale schneidet die Funda- 
mcntaldäche in Gruppen von v Pnnoten In Invointlon (41); und die har- 
monischen MitfcliMincte fi-lan Grades dieser Gruppen in Bezug awf den Pol 
0 bilden eine neue Involution, die der er-<ten projectivisch ist. 2) Aber die 
barmonisclien Adittelpunete sind die Durchschnitte der Transversak mit den 
entsprechenden Polarflächen, und folglich geht durch einen beliebigen Punct 
des Saumes nur eine einzige Polarfläche oder, was dasselbe ist, die Polar- 
flächen bilden ein Büschel u. s. w. 



i) Elnieilung, Nr. 17. 
^) EinhUung, Kr. 23. 
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Dieses Tlieoiein lässf sich leiclit verallgemeinoien. Zit diesem Zwecke 
fÜbro»i wir den Begriff ein : Lineares gerades Punctsystem ß-ter Sfuff nvä 
V'Utn GradiiSf iudeua wir darunter tlie // fach unendliclie Kcihc der (»rti|.iii'n 
von je V Puncten veretelien, welche t — /* gemeinschaftlichen Bcdingiingeu 
in der Art genfigen, diws, wenn Puncte anf der Geraden beliebig 
angenommen aind, sich mit denselben nnr eine einzige Gruppe der Reihe 
bilden lässt (42). Für = ! erliült man die Involutio« v-ten Grades. 

Zwei lineare l'iuictsysteme derselben Stufe auf derselben oder auf äswei 
verschiedenen Goraden hcisscn j/rajcclivisch , wenn die Grnpppit des einen 
den Gruppeij andern eindeutig «^ttt^prächän, und w&nti den tappen üha 
ersten Systems, die ein niederes System {n—ß')-tet Stufe bilden, im zweiten 
Systeme ebenfalls Gruppen dieses zweiton Systems entsprechen, welche ein 
niederes System derselben (ft Myten Stufe bilden (44). 

At!s dieser Definition *) folgt unmittelbar: 

Die harmmiiscTicn Mitf^'^pf'jcf.e p-ten Grades der Gruppen eines gegebenen 
linmrm rmicfiifi^Umn ,u4cr Stufe md v-tm Qrades t» Bemg mf emen he- 
liebigm Paly dar au/ der gegebenen Oeraden gewählt ist, bilden ein mim 
linewes Punctstfstem /x-fer Stufe und P'ten Grades, das dem gegebenen projec- 
tiviach ist. 

Es ist ausserdem klar, das» die JPuncte, in wekhm die Oberßäc^ea v-ter 
Ordnung eines linearen Ffächenspslem^ ß-ter Stvfi (42) t/m einer beliebigen 
Transversale gcscÄniUen werden, ein lineares runetsyslem fj-ter Sli'ft und v-iea 
Grades bilden ; und dass umgekehrt, wenn die Oberfliicheu derseiben Ord- 
nung einer /i-fatiU uueudiiclien Heilte von einer beliebigen Geraden in den 
Punctgruppen eines linearen Systems geschnitten werden, diese Flächen eben- 
falls ein lineares Flüchensystem bilden. 

Es sei jetzt ein lineares FlHohensystem /t-ter Stufe und v-ter Ordnung 
gegeben, und es sei o ein beliebig im Räume fixierter Pnnct. Zieht man 
durch 0 eine beliebige Transversale, =ohne!flft sie di@ Flächo in Puuct- 
gruppen eines ünonren Systems, ntid die iiannonischen Mittelpnnclo p-te>n 
Grad^ü d&r Gru]>pen dieses Systems in Htmug auf a als Pol, bilden ein neues 
lineares System, das dem ersten projecUvisch ist Folglich haben wir : s) 

Die Polarßächen derselben Ordnung eines festen Poles in Beanug tmf die 
Fläfhen eines Unearen Sgstems bilden selbst ein lineare» System, das dem ge- 
gebenen projcctirisch isf. 

75. Wie viel Flachen gibt es in einem Jinpnvon •'*ys(eme pAev Stufe 
uud v-ter Ordnung, die mit einer gegebenen Geiädüii einen (/t4~l)'P"D^%^ 
Contact haben? 



1) Es ist wobl überflüssig, zu bemerken, dass ganz analoge Deflnitiouen sich 
fQr lineare Cunrensysteine geben lassen, die s&mmtUclt in em und derselben Ebene 
geseiohnet sind. 

5) Man rerglefcTic : BoBtiiMKu, Reclierehcs sxir les tois gindrales (jui regissent 
iet lignu et, le» smjaces algibriques, (^Aunales de Qergonne. T. 18; iS27 — 23«) 
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Eine beliebige von tlieseii Flächen sclineulct die Gerade in v Puncfcn, 
von denen wir jtt-f-l chucli X] , X'> , Xs, • • > , Xp.^.-i bezfiichnon wdll^-n. Diese 
jtt+t Princtc sind ?o besclinffon, dass "wer.n ß von ilnion helieliig aiigenom- 
meii wei'den, duv üuerbleiLcuile '■'—ß uiögltchü Lagäu habou kann. Daraus 
fulgt, dass Ättf der Geraden (/i-{-l)(i>~-ß)-mtii die Puncte 7i> JTü, . . . , Xfi^i 
sammenfallen werden, und es ist also ^a) die Anzahl der Flächen 

des Systems, welche die verlangte EigensoliaA; haben. 

76. Wir nehmen jetzt an, man habe eine Fläche Sv der v-ten Ordnung, 
einen Kogtl Ky doi-äelben Ordnnng v mit dem Scheitel und man lasse 
durch die Curvc v^-ter Ordnung, die den Durchschnitt der Orte Sv und 
Kp bildet, eine andere Fläche iS'v derselben Ordnung v gelien; dann trifft 
jede Generatnx des Kvri"k die beiden Flächen Sv, 8'v n< nämlichen 
V Puneteu und folglich sind die p harmonischen Mittciptmcio f/ lvn Grades 
des Sjstemä der v Puucte ia Ba^sug auf o ab Pol Puuetd der (y — p)'t»n 
Polare von 0 för beide Flüchen 8v^ jS'y, Jede Ebene durch 0 enth'äit v 6e- 
neratrixen des Kegels und folglich yp solcher hai'monischer Mittelpuncte. 
Die beiden vorgenannten Polarflächen haben also eine Cur^e v/>-ter Ordnung 
gemein. Aber zwei getrennte Fluchen />-ter Ordnung können nur eine 
Curve />'-ter Ordnung gemehi haben, und man kann folglich, weil v:>p ist, 
schliesfion, das die (>— />)-lcn Polarflächen von 0 in Bezug auf ^j;^ iS'v eine 
einzige Fläche ausmachen. Das hcisst : 

Btßfidet sich tu dnem Flächmhilschd v-ter Ordmmg ein Kefjei^ 90 hat 
dci' Scheitel tUßsas Kü^ds in lieäUQ attf uMü JFläJim des ßüschcU dicsdha 
Poktf^fläcihe Jeder bdtebigen Ordnung. 

77. Es sei 0 ein gegebener Pol, P eine beliebige Ebene, a einer der 
Puncte, in denen die Fundaraentalfläche Fv von dem Strahle geschnitten 
wird, ■welcher von o nach dem Fimcte p v'n .P jijelr. en llich a' derjenige 
Punct desselben Strahles, für welchen das DojipelverhllUnih^s (opao') 
einen gegebenen Werth X hat. Der vom l'iincte a' beschriebene Ort, wenn 
a sich auf /'V bewegt, ist oflenbar eine neue Fliiehö F'v der OrdTuuig ^, die 
der gcgtibeacii projcctivisch {komogrujiJmdi) iat. Die beiden riaclieu werden 
von der Ebene P in ein und derselben Curve v-ter Ordnnng geschnitten, und 
haben also (40) noch eine andere Cnrve der v(y — l).ten Ordnung gemein, 
die auf einer Fläche ^u-i (" — l)"ten Ordnung liegt, die in Verbindung 
mit der Ebene F eine Pläohe des Büschels (Fy^F'u) bildet. 



i) £e%i«lkt. mm die Puucto x auf einen festen Punot 0 der gegebenen Geraden, 
so hat unter dea Segmenten OX eine Gleichung statt, die für jedes derselben vom 
(y — /(t)>ten Orade ist, die übrigen als gegeben betrachtet, das heiaat eine Gleichung, 

deren höchstes Glied das Prodiict der (v — /<)-ten Potenzen der Segmente o.l*i, 
or-/. . . . , 0.r^_|.l cnt^iilt. Lfisst man jetzt die Puiic'c V -n ammenfiiUen, so geht 
dieses Product in dio /«)-te PoteuÄ von ox über. 



75— SO.J 



Pdarfiäch&tt einer Fmdamenta^äche. 
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Die Fläche jP'v, die man erh'ält, imlem laan sich de» Werth dea Ver- 
hältnisses ^ vcrUndoren lässt, bttden eine Ecilie vom Index v. Denn ht o.' 
ein beliebiger Pnnct im Tlamne, nnd schneidet der Strahl oci' die Fläche i'^y 
in u riiacten a und P im rimcte p, so geben die Wcrtlie dos Doppel- 
vcrliältnisscs (opaa') > Flä>'hen Fv die durch a' gelien. Die Keihe onrhült 
die gegebene Flädic diü >-iMal gezahlte Ebene P, und dun Ktgcl, 

dessen Scheitel in er Hegt, and dessen Directrix die Curve PFu ist. Für 
^ s3 1, 0, CO fallt nämlich der Fnnct a' beisöglich mit n, p, o znsammcn. 

78. Eti bäi t ein l'unct dei* Durehschulitscurvä du- Ebeue P mit der 
ersten Pohirfliiche von a in Bezug anf F^, ,Die ersten PolarilSchen von o 
in Bezug anf Fy^F\ sind offenbar perspeetivisch, nnd folglich ist t auch 
ein Piinct der ersten PoIarBÜche von o in Bezug anf F'u und folglieh auch 
(74) der ersten Polarfläche von o in Bezug anf jede Fläche des Büschels 
(Fy^FV) Umgekehrt gehen also die Polarflächen von t in Bezug auf die 
Flächen des genannten Büschels durch o. Unter diesen Flächen betrachten 
•wir dicicnigc, welche durch 1 geht. Für diese hl ot pnhveder Tangente in 
i, fiili :- i ist r<']n D'ip|jelpnnet. Wäre aber t l<ein Doppeipunct, so \viirde> 
d,i die i'liiclie, u:.i 'liß es sicli handelt, aus der Ebene P und uns /-il- 

saminengoset^it i&t, lo ii> cht Taugeute sein ki^aneu^ folglich kt t ein Doppel- 
punct, das heisst geht durch i. Die Fläche ^^^^ geht also durch die 
Darclischnittscurve der Ebene P und der ersten Polare von o in Be/.ug 
anf Fv, 

79. Lässt man x variieren, so bilden die Flüchen ^^—i eine ßeihe voin 
Index V - 1. Ist uäniiich uy eiu beliebiger Punct auf Fi,, und der Strahl 
0(ky schneidet JFy ausserdem noch in ai, a^, . . . , au—i und P in so 
geben die v^i Werthe des Dcppelverhältnisscs {opopt^ii) die v—1 Flächen 
Fy die durch oy gehen und von Fy verschieden sind. Ihnen entsprechen 
ebensoviel Flachen ^y_p (h'e ebenfalls durch Oy gehen. Es ist somit be- 
wiesen^ dass durch einen beliebigen Punct von Fy v— 1 Fläche gehen, 
dieselbe Eigenschaft hat also auch für jeden Punct des Baumes statt. 

Nähert sich einer der Functe ai, a« i . . . , dy^i unendlich dem Puncto 
Oy, so geht die Fläche ^y_| durch den BerUhrungspunct von i^y mit 
einer Tangente, welclie von 0 ausgeht; fällt also F'u mit JFy zusammen, so 
fällt anch 0y_^ mit der ersten Polarfläche von 0 in Bezug anf Fy zusammen. 
Wenn «y in die Ebene P fällt, das heisst, wenn F'y in die v-mal genom- 
mene Ebene P degeneriei't, so besteht die entsprechende Fläche ^y_| aus 
der nämlichen Ebene (v— l)-mal genommen. 

80. Die Einhüllende (48) der Fläche P'y ist der Kegel K der viv-\)-teti 
Ordnung, dessen Scheitel 0, und der selbst der Fläche Fy umgeschrieben ist. 
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WeDD nämlich swei von deu Flächen F'u, die durch denselben Punet o' gehen, 
2ttBftminenfalleD sollen, so genügt es, wenn 0a' mit einer Tangente von Fy zu- 
sammenfällt Die Doppel« (Knoten-) Gurre dieser EinhOIlenden besteht aus 
den ltiv—l)('^~'2)(--'~-S) Bitangenten, welche man von 0 aus an legen 
kann) die Cusptdalcui've entsteht ebenso aus den fO'—l)(y—2) Osculier- 
enden (07). 

Der Kl L' 1 K berührt Z'V läitgä «Juer Giuve der !^v^~l)-tcii Ordnung, 
dift auf diiei Fl;u;ho (v -l)-ter Ordnung — der ersten Polarlläche vou 0 ■ — 
liegt und also Fi» aiisserdem lange einer Carve K''— 2)-ten Ordnung 
schneidet, die auf einer Fläche 1) 3)-ter Ordnnng liegt. ») Die erste Curve 
ist der Ort der Puncte, fSr welche eine der Flächen FV mit Fy zusammen« 
&Ilt; dagegen fallen in jedem Puncte der zwdten Curve zwei der F't, zu- 
sammen, die von Fy versciueden sind. In jedem dieser Puncte fallen auch 
die beiden entsprechenden Fläclun j ziisamineD, und die zweite Curve ist 
also der Durchschnitt von Fy und der Einhüllenden der ^y_^^ Diese Ein- 
hüllende ist folglich eine Flache S der (t^- IX»«— 2)-ten Ordnung. 

81. In jedem Pnncte der vn 0 ausgeliendf-n Oscfilierenden fallen drei 
«itfeinanderfülgendc J^p zusamnäen, und folglich iulka auch in jedi ü; 'S^ r 

2)(v— 3) Punctii]. in welchen Fv von diesen Geraden gescluiUlua 
wird, drei aufeinandci i. Igi ii le Fliicheu 5iusami.;üu und ebenso gibt es 

in jedem der I vfv— 1; - 2)(v— 3)(v— i) Durchschnittspuucteu der i'V mit 
den BitäUigcukn z.v ei getrennte Paare zusammenfallender Flächen ^y_^^. Die 

ersteu Fuucla sind aho StilUtaudspuncte und die zweiten Doppelpunete für die 
Eiinh {Ulende S, das heisst, diese Einhüllende hat eine Cnspidalcurve von der Ordnung 
(v —1 X»'— SX" " S) und eine Doppelcurve von der Ordnung \(*>—] X*'--2Xf — SX»*— 4). 

82. Da alle Flächen durch dieselbe Curve der (v— l)-ten Ordnung, 

die in der Ebene P liegt, gehen, so ist die zwei Flächen gemeinschaftliche 
Curve und folglich auch die Beruhrungscurve zwischen einer #y_j und der 
EinhttlleDden 8 von der Ordnung (v— 2). Unter den Flächen ^^.^ befindet 
sich auch die erste Polarfläche von 0 in Bezug auf Fv, und die Berührungs- 
curve zwischen 8 und genannter ersten Polarfläohe hat v(y—\)(y^i) Puncte 
mit Fv gemein, die nichts anderes ülnd, nh die BerUhrungspuncte der Oscu- 
lierenden. In jedem dieiser Puncte falion nämlich zwei F'<,^ also auch zwei 
zusammen, und da eine der letzteren die erste Polai^Aäche von 0 ist, 
so berühren sich in ihnen die erste PoIarflSclic von 0 »uul S. Durch 
v(v — 2) drei Flächan f-ter, (i'— l)-ter, (y— 2)-tcr Ordniing gemeinschalt- 
liche Puncte kann keine weitere Fläche der -2)-ten Ordnung gehen, also 
berfihrt 8 die erste Polarfläche längs einer Curve, die auf der zweiten Polar- 
fläche liegt. Diese Curve Ist der Ort der Puncte, fQr welche zwei 
zusammenfallen, deren eine die erste Polarfläche ist. 



1) Haa vergleiche JSinleitung, So. 1S8. Anmerkung. 
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Die erste FoIarflUcbe und die Fläche S schneiden sich also noch längs 
einer andern Curve') der (v— l)(y_2)(i'— 3)-ten Ordnung. In jedem Punote 
derselben fallen zwei von der ersten Polaiiläclie verschiedene ^v—i zusani< 

inen, und folglidi fallen dort fiMcli zwei Flächen cfv_3 zusammen, wo 
die F!äehe_ der (w — 2) ten Ordnung ist, welche durch die gemeinschaflliche 
l)urchsclimttsciu"ve (j, - lXi'—2)~tcr Ordnung der ersten Pülarfläche und ^v_i 
hindurchgeht. Diese Curve dei* (v— ~2)(j'- 3)-teu Ordauijg ist folglich 
der Dnrchsclmitt der ersten Polarflilche mit der Einhüllenden der 
Diese Einhüllende ist also eine Fläche S' der (v — 2){v—d)-t^n Ordnung. 

Di. TV"! hen cfv_j bilden eine Rcüie vom Index Denn durch 

einen beliebigen Piuict der crsfen Polarfläche gehen u — 2 von der ersten 
Polarfläche verschiedene Flächen ^v_2, denen ebcnsorieie Flächen ^v_a 
entsprechen, die durch dm niünli&Leu Funot gehen. 

Die Bertthmngspuncte der Bitangenteu sind also die Durchschuitte dreier 
Flächen: der gegebene Ty, der ersten Polarfläche von o und der Fläche 
8', der Einhällenden der Flächen ^v.,. 



CÄPITEL IL 

GEMISCHTE POLARFLÄCHEN. 

83. Wir kehren zur Fundamenfalfläche Fv auruck. Es seiini o,o' / vei 
beliebig gegebene Puncte. Wir woMeii durch Pg,P^- die ersten Polai i'i clion 
dieser Puncte in Bezug auf F.^ bezeicinien, durch .Pg^< die ernte Pol.sril.i -läC 
von 0 in Bezug auf Pg« als Fuudamentaläädie beU'aciitet, und dem äliuiicli 
darch l'^r^ die erste Polai-fläche von o' in Bezng auf P,; wir wollen dann 
beweisen, dass P^. nnd Pyt nur eine einzige Oberfläche bilden. 

Durch o' lege man eine beliebige Ebene und es sei JTy der Kegel 
v-icr Ordnung, der den Scheitel tn u und z.m- Directrix die Curve EFy hat, 
das heiset dtn Uuichsohnitt der Ebene E mit der Fläche Fy, Die beiden 
Flächen Av, i\ haben dann noch eine andere Curve l)-tpr (»idnnng ge- 

mein, die iu tiiaer Fläche Pv—i liegt, die von der (v—i)-ten Ordnung iat. Da 
Ty gleichzeitig mit Ky und dem Systeme (EFp_i) demselben Büschel an- 
gehört , 80 muss (75) die Polare P^ in dem Büschel enthalten sein , das 
durch den Kegel Ky_j, der ersten Polarfläche von o* in Bezug auf Kp^ 



1) YuQ dieses der Fläche S und dur Gi&itn Pokt-AHcbe gemeinschaftlichen 
Cnrven trifft die erste Fy in den Bertthmngspnneten der OscnUerendon ; die zweite 
in dm Berflhmngspnncteo der Bitangenteu. 
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imcl das Sysli m {EFv—2) bestimmt; ist', wo Fv,_<, die ci«fe Poliirfläclic von 
0* in Bezug auf i'v— 1 darstellt. Diese Fläclic Fy_,2 bihk't ii! Gcmüiiischat't 
mit E die erst« Folartläeli€ von 0' in Besug aut' die zusaininengeseUte 
Flache {EFy^{) (74). Da nun in dem zaletzt crwiihntüu BiUcliel der Kegel 
ÜTv.i mit dem Seheitel 0 Torkommt, so fallt (76) die Fläche P,,' mit der 
ersten Polai'fläcbe von 0 in Bezog auf den zufiammengesetzten Ort (EFv^^) 
zusammen, das heisst, sie geht durch die CuiTe (v— 2)-ter Ordoimg, welche 
den Duiclisdinitt von Fy_^ mit cler Ebene E bildet (73). 

Weil durch die Durcbschnitlscm ve der Orte K,^ iiiul gf'lit, 
so fällt aualog&i'w@ise die Fläche mit dei* ciaku rulailläclto von 0 in 
Bezug anf (JSFv_i) zusaimuea, und goüL also durch die Durchsclinlttcuive 
von Fv_| imd der Ebene E. Die Fläche Po't S^^^ folglich durch die Ourve 
(v— 2)-ter Ordnung, welche die erste Polare von 0' in Bezug auf die 
früher genannte Curve JSFj;_| Ist; das heiast, P^^ geht durch den Durch- 
schuitt von Fv_2 mit der Ebene E. 

Das aber saften, die Plnchen P^,. und Pj^ haben eine Cnvye 
(f— 2)-ter Ordnung gemein, die in einei- beliebigen durch 0' gelegten JCbene 
liegt, und sind folglich ein und dieselbe Flüühe der (> -2)'ten Ordnung. 

Man habe jetzt im Räume ^-j-l beliebige Puncto a,a',o", ... ,o(/^) und man 
bezeichne dnrch P^^'p» die erste Polarfläche von 0 in Bezug auf P,',», mit 
P„ a-, die erste Polai'fläche von 0 in Bezug auf Pp/j»,«. u. s, w., so zseigt 
daa eben bewiesene Theorem, melirfaclt hinter einander wiederholt, das.s die 
l*oIarfläche J^oo o' ..»tiß) '^''^ nUmlicbe Fläche bleibt, in welcher Ordnung man 
anch die Pole 0,o',0'', . . a(^) auf eiuander folgen lässt. Setüfc mau jetzt 
noch voraus, dass a dieser Pnncto in eiueit einzigen 0, und die übrigen 
sich ebenfalls in einen einzigen Funct 0' zusammenziehen, so 
haben wir folgendes Theorem i): 

Gegeben eine FtauIamenta^fiäcJfC P^, dann ßitU die p'te Polarfl&clie eines 
Fundes 0 in Dczuff auf die p'-tc Polaiiftädie einen andern Pnnclcs 0' vut 
der p'-tm Polarfläche von 0' in Benug anf dtV p-U PoJarßäche von 0 fsuaammm. 

Solche PülarÜäoheu heisren gemschie I'olarflüchen 

84. Wir wollen jetzt voraussetzen, die /v'-te Polarääcliö v on 0' in Bezug 
auf die p-U Folarfläche von 0 gebe dnrch einen Funct m, oder auch (83) 
die p'te Folarfläche von 0 in Bezug auf die p'-te Folarfläche von 0' gelie 
dnrch m. Dann geht nach einei* schon früher (69) bemerkten Eigenschaft 
auch die ffv— /^•)— />]-fe Folarfläche von m in liezng auf die tc l'olarJliiclic 
von d' durch 0 oder auch (77), es geht die v'-te Folariläehe von 0' in Bc- 



I) Pi.uECKEit, Ueber ein neues Coord^nafensysten*. (Crelies Journal, Bd. 5; 

183a s. a4). 

^ Man sehe des VerfaBBers Ahbandlang: Sopra (dcune quisHoni neUa ieoria 
ddle eurve pianc. (Annali di Matematica, T. 6; Roma 1864) oder K' , za 

No. A9c] S. 258. Im Original der InUrodmume ist die entsprechendo Ableitung 

fehlerhaft. 
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zng auf die [(y-'p)—p'yte FoIarflUche von m dtircli o. Wir erhalten folg- 
licli den Satz: 

6<'hl dk /)'-te Folnrflikhe vm o' in Bezug auf dk p-le PolarjV'' i^e von 
0 durch Iii, &o gehl dk p'-k Folm'ßät^ von o' m JJezug auf dk {y—p—p )-ta 
Potarßäche von m durch o. 

85. Wir betrachten von Nettem olnen Pnnct Ir, der für die Fundatnen- 
talääche <rfach ist. Es sei o ein beliebiger Pol. Zieht man die Transver- 
sale so fsllen <r der Puncto Oi,as, ...,av ">it t$ znsaromen und dieser 
Pmict verfritt also u -p liarnionische ^r'tt;^lpuncfc vom Grad« i'— ^; die 
^-te Pokifläclie von o geht daher durch & — so lange .r i'^t. — Die 
[{y'-p) -{<tT—p)\-iQ Polarflächd von 2i iu lieaug auf die p-io, roliuiiäcliö von 
0 fällt (SS) mit der ^ ten Polarfläche von ö' in Bezug auf die (v- -/>)-te Po- 
larfläche von 2» znsammen. Nun ist aber (71) die (y-<i)-te Folarilache von 
b ein Kogel mit dem Scheitel in t and ^-ter Ordnung, und es ist folglich 
auch die [(v— (<r— />)]-te Polarfläche von > in Bezug auf die />-te Polar- 
tläche von 0 ein Kegel vom Scheitel h und (4r^^)'ter Ordnung. Man hat 
abio (71): 

Ist eki Btaici 2> fütr Fimdam&üa^tä<^ if/achf ßo ut er f^' die p-U 
Fdarßäche eÜM* bdiebigm JPtaietm o (p—4r)-fach, und der Berührungshegd 
dieger Polarßäcke in b ist die p-te PolarßäekB von 0 m B«mg auf cUn Kegd, 
der die FundaineiUayUkho im Ptmete b berührt 

Daraus entnimmt man noch den Satz, dass die p-ien Polarflachea 
sämmtllcher Puncte einer Geraden, die durch h geht, in h den nämlichen 
Berühmng.skcgcl (^~p)-tcv Ordnung haben. 

86. Die erstöu Folarüüuhm zweier beii^bigec Puncte 0, 0' in Bezug 
auf die Fundamentalfläche fV schneiden sich in einer Banmcurve i)'-ter 
Ordnung. Da jeder Punct derselben in beiden ersten Polardächen liegt, so 
geht seine Polarebene sowohl durch 0 ab durch 0' (52); folglich haben wir: 

Der Ort der Puncte t deren Potw'ebenen durch eine gegeb&te Oerade 
00' ijeJien, ist dne Ttiiummri-c (v — 1)2 -to' Ordming. 

Da die Polarcbcnc jcdcf Pniictos dieser Ciirve durch die Gerade 00' 
geht, so geht auch die erste PoKii Häch& eines boliöbigeu Punctes der Gera- 
den durch diese Cnrve. Folglich entsteht: 

Die ereten Pokaßäcken der Ptmete einer Oeraden hüden ein Büschel, 

Die Cnrve (v—lf-tev Ordnung, die Basis dieses Busdiels, nennt mau 
die erste Polme der (jci/cbenm Geraden ^. 

'*^7. Die ersten Polarflächen dreier Puncle o,o',o" haben {5/— .1)3 Punete 
gemein. Die Polareben© jedes dieser Puncte geht durch o,o',c", das heisst, 
jeder dieser (v— 1)^ Puncte ist der Pul der Ebeue oo'o". Umgekehrt geht 



1) Für die Theorie der ebenen Curven substituiere man obigen Beweis fUr 

den uiiz'ireichendcn der EinleitUTig, No. 73. 
3) BOBltLIBB, 0. O. 0. 
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die erste Fülarfläcbe jedes Punctes dieser Gbene diircli jeden der obigen 
(y — 1)' Functe; das heisst: 

Eine beUebige Ebene hat (v— 1)« Pcky v;cldie die gmuhuvhaftUchm 
Jhmhscknitlitpmcte dÜer ersten Polarflächm nindf deren Pole Pwtcte Jener 
Ebene sind i). 

Oder auch: 

Die ersten Polarßächcn der Ptmcte einer Ebene bilden em Netz. 

Denu suchen wir in der gegebenen Ebene einen Fol, dessen ei'ste Po- 
Urfläche durch einen willkürlich im Baume angenommenen Funct m geht, 
so ist der Ort des Poles die Durchschnittsgerade der gegebenen Elene mit 
der Polarebenti von m, imi.l folglicli (86) bilden Jie)ciiigen unter den Tularäachen 
der Functe der gec^ehpsien Ebene, weldic durch m geheu^ ein BUsubeL 

88. Aus dem ebeu AuüeiQaudergeäetztbu folgt: 

1. Durch drei Functe geht nur eine einzige Polar^che. Der Pol der- 
selben ist der Divchschnittspunct der Polarebeue}) der drei gegebenen Functe. 

2. Die ersten Folaräächen, die durch zwei feste Fimcte gehen, bilden 
ein Büschel) das heisst, sie haben eine Ottrve (i«'->l)'ter Ordnung gemein, 
die durch die beiden gegebenen Pnncfe geht; ilire Pfle liegen auf der 
Dnrch;schnitts>geradon der Polarebenen der beiden gegebenen Piuicte. 

o. Die ersten Fülarüäclieu, die durch eiueti fü^Ua Futict gehen, bilden 
ein Nets, haben also (i''-l)9 Functe gemein, den gegebenen eingeschlossen; 
ihre Pole liegen auf der Polarebene des gegebenen Punctes. 

4. Die ersten Polai-flächen aller Functe des Raumes bilden ein lineares 
System im engei-en Sinne, das heisst dritter Stufe 

Vier erste Polarrlächen genügen, alle nnclorc zu hullvidualigieren, sobald 
sie nur nieht demselben Büschel oder demselben i\etze angebümi. Denn 
hätie man wirklich vi4:i' rolardädien Pi, P^t, I\, gegeben^ deren Puk 
weder in gerader Linie, noch in derselben Ebene liegen, und man verlangte 
diejenige Polarfläche, welche durch drei gegebene Functe o,0',o" geht, so 
h&ktQ mau folgendermassen zu verfahren. Die Flächonpaare P1P3, P1P9, 
PiPi individualisieren drei Büschel; die Flächen, welche durcli 0 gehen 
und bezüglich zu diesen drei Biisclieln gehören, erzeugen ein Netäs; die 
Flächen dieses XetzcF, die durch 0' gehrn. bilden ein Uiischcl, in welchem 
es nur eine eut^sige Fläche gibt, die durch 0" geht} <Iiei»e ist oifenbar 
die verlangte. 

89. Im Allgemeinen besitzen die Flächen eines linearen Systems keine 
Puncto, die allen Flächen gemein sind. Wenn aber ^'ier erste Polarflächen, 
deren Pole nicht in ein und derselben Ebene Hegen, durch den nämlichen 

Pitncf gehen , so goTiort dieser allen ersten Polarflächen an und ist für die 
Fnndamentaidäche ein Doppelpunct. Denn, da die Polarebene dieses Punctes 



1) BoBiLCiBR, a. a. 0. 

^ Wo wir im Folgenden von linearen Systemen sprechen, verstehen wir stets, 
wenn wir keine andere Erkl&rang abgeben, solche dritter Stufe. 
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durch jeden beliebigen Puuct dm B^maos guhuii kaiia (fi2), äo i&t sie mibe- 
Btiinrat, und da ausserdem die erste Polarfläolie dieses Functes durch ihn 
selbst hindurchgehen muss^ so gehSrt er der Fundamentalfläche an; folg- 
lich n. s. w. 

Haben im Allgemeinen vier rr<^'e Polarflächen, deren Pole nicht in der* 

selben Ebene liegen, einen ir-faclieii Punct Ii gemein, so ist dieser auch ülr 
jede andere erstf P< laffl'iche (T-fach, wie sich aus der Art der Ableitung 
dieser Polatflädien aus den vier gegebeueii (8S) unmittelbar ergiebt. Die 
erste FolarflSche von b mnss durch Ii gehen, also gehört dieser Punct auch 
der Fundamentalfläche an. Ausserdem gehen (85) die erste, zweite, . . 
(<r l)-t6 Polarfläche jedes beliebigen Punctes des Raumes in Bezug auf eine 
beliebige der vorgenannten ersten PolarHächcn durch ti, oder mit andern 
Worten, die zweite, dride, . . <r te Poljirflache eines beliebigen Punctes 
des Raumes in Bezug auf F-, geben dnrcb ii. DarftUS folgt, dass die 
(i<_2)-te, (f — 3)-te, . . . , (i/— ff)-tß Pularriaeiie de» l'unctes i» unbestimmt 
sind, da sie durch jeden beliebigen Punct des Raumes gehen können; die 
(y^0-_l).te PolarflKche des Pnnctes b ist ein Kegel (tf-|-l)-ter Ordnung. 
Folglich ist Ib (71) ein («r-t-O-facher Funct fSr die Fundamentalfläche. 

Dieses Tlieorem kann man anf andere Weise klar machen. Angenom- 
men, die -T-tfn Pularlläclien aller Puncte des RH'imes hatten einen gemein- 
schaftlichen Punct ö, so geluh-t dieser ancli rL r a lm Polarfläclio des Punctes 
selbst an, und also auch der FusdanieiunliUiciie. Der Piinci Imi, ferner 
eine (v—tryu Polarfläche, die durch jeden beliebigen Punct des Raumes 
gehen kann, und also unbestimmt ist. Die (u — <r— I)-te Polatfläche von h 
ist folglich ein Kegel mit dem Scheitel It, und es ist somit }f ein (tf-|-l)-f acher 
Punct der Fiindamentalflachc. 

90. Man setze jetzf vorn"«, dio «r te Polai-fläche eines Punctes o habe 
einen (T-faciien l'iuict o'. Ntin gelien die (/* [1)16, f/>-f-2>te, . . ., (,« j- <t— i)-te 
Polarflacben von o sämmtiich durch o' und folglich (62) gehen die />)-te, 
i^u — p—iytQ, . . , , (y a— l) le Polai-flächen von o' sämmtiich durch o. 
Ausserdem geht (85) auch die i9-te Polarflache (i!9s=l,2, ...,4r-l) eines be- 
liebigen Functes m in Bezug anf die p-te Polarfläche von o (<r— ^J-mal 
durch q', und daraus folgt (84), dass die te Polarfläche von m in Bezug 
anf die /<--?9j-te Polarflache von o' durch o gebt. Dannch kt (Sü) der 
Punct 0 iür die fy— o~>!/)-te Polarfläche von o' ein (j9-|-l)-facher Punct; und 
geben wir seinen grösatea Werth, so crinüten wir ans AUem den Satz; 

Wem die p-te Pcksrßäch« eine» Pisnde» o einen <T-fa(^en Punct o' hat^ 
80 isi umgekArt o für die (v— Poka-ßäcJie wm o' ein tr-/ach«r 
Pimef. 

91. Die p'-te Polarfläche eines Pi : j t* ~ o' genommen naeli der ^-ten 
Polarfläche eines andern Punctes o möge einen <r-fachen Punct o" ha- 
ben, das hcisst, die p-te Polarfläche von o in Bezug auf die p'-ie Polar- 
fläclie von 0' habe den <r-facben Punct o". Wenden wir nun das eben (90) 
bewiesene Theorem auf die p'-te Polarfläche von o' als Fundamentalfläche 
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betraclitet an, so ergibt sich, iTass die (v— — rt-J- l)-to, PolarHäcIie von 
o" in Rpziig auf die /j -te PolHfääehe voii o' einon <r>fachcn Pmict in « 
hat. Fülglicli gilt der Sate: 

Hai dia p' te Folarfiäc^ eines Fmides o' in Benug mf die p4e Polar- 
fiädie eme» andem Punctes 0 emm <r-faeften JPmet o", »0 hat untgek^H die 
(y~p~p>^ffJ^X)-ie PoUarfi&che von 0" th Bmig auf die p*-ie Palmfi&cß^ vm 
0' einen <r-fachen Pwnet in 0, 

92. Wir haben gesehen (69), dasa die Qnadripolarfläcbo eines parabo- 
lischen Punctes 0 (kr Fnndfimontfilfljiflio ora Kogol Ist, ihr fhf^ entsprecTietiCle 
Wen(Iceltonc bcnihrt, und das* die ücnlliruiigsgcneratrix die Osculiercnde von 
Fy in 0 ist. Auf dieser Geradcu beiinuet sich daher der Sch&ilel 0' des 
Kegels. Wenden vir nun auf die beiden Pnncte 0, 0' einen früheren Satz 
(9Ö) an, 80 folgt, weil 0' ein Doppeipnnct fQr die (v— 2)-te Polarfläcbe von 
0 ist, dass die erste Polarflache von 0' einen Doppelpunct in 0 hat. Wir 
haben so den Satz: 

parab&Ue^S)' Fund 0 ist für jede erste Polarfläche ein Doppelptmd, 
dev(n Pol auf der Geraden liegt, ictidie dio FiindoracntcdflCidie in 0 osmliert. 

Hat ein Tunct ö, WülcUcr der FundamenraliläcJie angeliürt, einüu Kegel 
als Qnadripolarfläche, so ist er entweder ein Doppelpunct oder ein parabo- 
lischer Fnnct von Fy. Denn, hat der Polarkegel seinen Scheitel in 0, so 
ist dieser Panct fttr die Fnndanientalfläche ein Doppelpunct (71). l^i dagegen 
der Scheitel ein anderer Punct 0', so mnss 00', weil die Qoadripolarfläche 
von 0 in diesem Punetp dio Fuiidanionfnlfläclie berfiliren soll, die einzige 
Gerade sciu, die in 0 osculiort, das hcisst, 0 ist ein parabolischer Funct. 



C API TEL III. 

ENVELOPPEN DER POLAREBENEN UND OKTE 

DEE POLE. 

93. Wir wollen jetzt die Enveloppen der Polaiebcnen der Pnncte einer 
Geraden r in Bezug auf zw bestimmen versuchen. Die Polarebenen, 
v'elclie (Inrch einen beliebigen Pnuct i gehen, haben (<12) ihre Pole auf der 
ersten i'ularfläche von t, welche r in v — I Fimcten schueidet: das heisst, 
diu-cli i gehen v— 1 Ebenen, von denen jede einen Pol auf r hat^ die ge- 
snobte Enveloppe ist folglich eine Developpable [i^^-^ll-ter Classe. Wir 
geben ihr den Namen {v—iyu Pc^carfiäche der Geraden r. 

Wenn die erste Polarflache von i durch r beriihrt \vir<l, so fallen zwei 
von den v—l Ebenen, die durch i gehen, 7-nsammen, und dieser Punct ge- 
bort also der Developpablen an. Folglich ist die Enveloppe der Polar- 
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ebenen der Puncte von r gleichzeitig der Ort der Pole der ersten Polar- 
flächen, tvelche r beii'ihren. 

Ist t eine beliebige Gerade, so bilden die ersten Polarflächen der Puncte 
von / ein Büschel (86), in weklicm l»ek£uintlicli 2(*'— 2) Flächen (ixistlorcn, 
die ciiic! bollebigf; Ocrade, z. B. r, beiitlii-cn. Folgllcli enthält i 2C>'— 2) 
Plinctc dos gesuchten Oites und wir haben also den Satz: 

IHe iv-~l)'te P<^arßäc/iC von r hi <diiü Däpdoppaiih 2{*' — %)-ter Ordnwng. 

Ist m ein Punct auf r, so haben die ersten Polai*fläcben , welche r in 
m berühren, ihre Pole auf einer Geraden der Generatrix der Developpa- 
blen, die wir betrachten. Ist analog m' der Punct von r, der auf m un- 
niittcibar folgt, so haben die ersten Polarfläeben, welche r in m' berühren, 
ihre Pole auf der Gersidcn in*, der Alif vi nnniittelbar folgenden Generatrix. 
J)ic erste Pol«i"lläche, welche r in m osculiert, hat folglich ihren Pol in dem 
Puncte, in welchem bicli m und m' schneiden, uud es ist alsa die Cuspidal- 
curve der Developpablen der Ort der Pole derfonigen ersten Polarflachen, 
welche r osculieren. 

In einem Flächennetze (v-lMer Ordnung gibt es 3(1^—3) Flächen, 
welche eine gegebene Gerade o?: iiI'' rGn (75). Nun liegen, wenn die Flächen 
des Netzp'? erste Pohuflächen in Bezug auf sind, ihre Pole in einer 
Ebene (88); eine bclie!)ige Ebene enthliit folglich '6{v~Z) Puncte, deren 
erste Polaiilächen r oticulieren j das lieisst: Ort tki' Fok (kt- m'Sien 
Pokaifiät^en, die von r osctUiert werden f üt eine Saumcurve S(»-3)-ter 
Ordmmg, welche die BGckkehrkante der obenerwähnten Developpablen 
bildet. 

Da ein ebener Schnitt dieser Developpablen von der Ordnung 2(v— 1) 
und du; r lasse v-l ist und 3(v— 3) Spitzen hat, so besitzt er 2(v— 3)(»»— 4) 
Doppel^nnicte; das heisst: 

Der Oh Pole der erstßii FokirfläcJicrif die r in swei verscMed&ien 
Punetm berühren, ist eitte Bmmcurve 2iv—2>){v—i)-ter Ordnung; sie ist die 
ICnotencnrve der betrachteten Developpablen. 

Auf die nämliche Art beweist man, dass die Etwdoppe desr P<^dfenen 
db* Pimctc einer Miebigen gegebenen Ourve [i-ter Or ' eine Deveioppäble 
der ii{v—\).tcn Classe ist, die man aucJi als Ort d&r Fmcte auffaeeen kam, 
deren er.<ife Polarjlächcn die ger/cboie Gurve hcriihrm. 

94. Wü' werden jetzt die {y — l)-te Polwäädiie einer Fläche von ge- 
gebener Ordnung (i betrachten, das heisst, die Enveloppe der Folarebenen 
der Pnncte dieser Fläche. Die Ebenen > welche durch eine beliebige Ge- 
rade t gehen, haben ihre Pole (86) auf einer Ranmcnrve (i*— l)*-ter Ord- 
nung, welche ilic gegebene Frpcli ■ in /'(v— 1)« Pnncten schneidet. Die ge- 
suchte Enveloppe ist also eine Flilchc der /-i (v— 1) 2-ten Chxsse. 

Fallen zwei von den ebengenannten n{v—\) Pnncten zusammen, so be- 
rührt t die Fläche, um die es sidi iiandelt, und w^n folglich zwei Geraden 
t,i', die durch denselben Punct t gehen, zwei Cnrven eutspreclien, welche 
die gegebene Flüche in demselben Pnncte t' berühren, so ist t' der Pol der 
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Ebeiip ft', und diese Ebene berührt die Fläche der (v — 1) 2 -ten Ordnung 
in i. In diespm Falle berührt aber die erste Tolariläche des runetes t, da 
sie beide Kamncurvcii enthält, die gegebene Fläche iu i, und wir liabon also: 
Die Emodoppe der Pckart^>eMn der Punete einer gegebenen Fiikli^ üt 
gleithseiHg der Ort der Punete, deren erete Polarßächen die gegebene Fläche 
■ berOhren. 

Die {J*— l)-te Tolarflaclio einer Ebene ist eine Fläche 3(f — 2) 2 -ter Ord- 
nttng, da es in einem Büschel von Flüchen (f— l)-ter Ordnung 3(v— 2)S gibt, 
die eine gegebene Khpno berüliren (IT). 

95. Was ist der Ort der Pole der Tangentialebenen einer gegebenen 
Fläche At-ter dasse? Durch eine beliebige Geiadü i gehen ;x Tangentini- 
ebenen der gegebenen Fläche, die ihre Pole sämmtlich anf der BAumcnrre 
(k<— l)>-ter Ordnung haben, welche die erste Polare von ^ bildet (86). Diese 
Corre hat fi(^—'i)^ Dwchschnittspuncte mit dem gesnchten Orte, da dies 
die Anzahl der Pole von p. Ebenen ist. Der gesachte Ort ist folglich eine 
Fläche VOM der -]> ten Ordnung, 

Ist i eine Tangente der gegebenen FJäelte, m fällen zwei jener M Ebe- 
nen zusammen, und folglich hat die Raumcui-ve, welche die erste Polare von 
t ist, (v'-l)' Berährungspuncte mit dem Orte, um den es sich handelt. 
Und wenn zwei Gerade t, t' in dem nämlichen Punete t die gegebene Fläche 
berühren, so berühren die diesen Geraden entsprechenden Haumeurven den 
Ort in den nämlichen (i' — l)^ Pmicten, nnd da die beiden Ciirven gleichzeitig 
auf der ersten PolarriUche des Punctcs t liegen, so sind die {>' -\)-^ Pole der 
Ebene tt' ebensoviel Berühiungfipuncte zwischen dem Orte und der ersten 
Polarfläche des Punctes t; das heisst: 

Der Ort der Poh der Tangentiakbenm einer gegebenen Fläche iet awA 
die Enveüoppe der ersten Polarfiäcken der Pm<Ae der gegebemm Fläche. 

Jede Eingehüllte hat mit der Einhflllenden (v— 1)S Bertthrnngspuncte, 
welche die Pole der Ebenen sind, die die gegebene Fläche in dem Pole der 
Eingehüllten berühren. 

Die erste Polarflüehe des Punctes i sclmeidet den Ort in einer Curve 
jm(v— l)*-ter Ordnung, welche offenbar der Ort der Pole derjenigen Ebenen 
ist, die man durch t so ziehen kann, dass sie die gegebene Fläche berühren, 
das heisst der Tangentialebenen des Kegels mit dem Scheitel t, welcher der 
gegel incn Flüche umgeschrieben ist. 

Der Fläche //• (v— l)-ter Ordmmg, die wir eben als Ort und als Enve- 
loppe betrachteten, geben wir den Namen erste Polarßäche ä^' gegebenen 
Flüche. 

96. Die gegebene Fläche sei jetzt developpabel und von der /i-ten Classe. 
Man sucht auch für sie den Ort der Pole ihrer Tangentialebenen. Durch 
dnen beliebigen Punct 0 kann man ß Tangentialebenen der gegebenen De- 
veloppablen legen; diese Ebenen haben ihre itt(v— 1)^ Pole alle auf der ersten 
Poladiäche von 0 und diese Punete sind ebensoviele Punote des Ortes. Der 
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gesuchte Ort- ist also in diesem Falle eine Baumonrve det: /«(y— l)S-ten 
Ordnung. 

Liegt, 0 auf dv f I )cvolopi)ablen , so fallen awei von den M Tangential- 
ebenen zusamoieu, und folglich Utu'ülu-t. die erste Polarlläche voit 9 deu Urt 
n — 1)' Functen. Der Ort ist daher auch die Enveloppe der ersten Polar- 
flächeo der Poncte der gegebenen Fläche in dem Sinne, dass die gefundene 
Ourve yon der ersten Polarfläehe eines beliebigen Pnnctes der gegebenen 
Developpablen in (f— 1)' Puneten borülirt wird. Dieselbe Cunre wird von 
der ersten Pokirfläche cinos beliebigen Pnnctes der Riickkehrcnrvc der Dc- 
veloppablpn Iti (v- \ r rimctcn osculiert, und von der ersten I'oladläcbe 
eiues bcliebigtu Punctes der lüiotencurve deriselbeu Ueveloppabläu iu üCf— 1)' 
Functßu bcrühi-t. 



CAPITEL IV. 

ANWEiNDüi^UKxN Aüi DEVELÜPPABLE i^LÄCHEN. 

97. Wir vollen jetst annehmen, die Fundamentalfläche F sei eine De- 
veloppable von der Ordnung p und der Classe fi, mit w Doppelgeneratrixen, 

stationären (leneratrixen, einer Cospidalcnrre v-ter Ordnung, die ^stationäre 
und »' Doppelpuncte besitzt, und einer Knotencurre von der Ordnung ^. Es 

sei ausserdem: 

« die Zahl der stationären Tangentialebenen und 

y' die Zahl der Bitangentialebenen von F (das heisst, der längs aweier 

ycticuitter Geiatrixfin bfrührendeu Ebenen); 
u die Zahl der (ji-iadeu, die man von einem beliubigcn Puücte so zioheu 

kann, dass sie die Curve (v) zweimal treffen; 
y die Ziiiil der Geradtiii die gleichzeitig iu einer beliebigen Ebene und 

in zwei Tangentialebenen von F liegen; 
9 die Classe der (lui4 ultberührenden Developpablen der Curve (v); 

1 

X die Zahl dar Geraden, welche durch einen beliebigen Punct geben, 

und die Curve {^) in zwei Functen schneiden; 
A die Zahl der Pnncte der Curve (v), durch welche Geiade gehen, 

w^che diese Cnrve anderweitig berühren: diese Pnncte sind für die 

Onrve ($) stationär; 
T die Zahl der Puncto, die in drei getrennten Generatrlxen von F 

liegen; dicpo Pnncte sind offenbar für die Curve (^) dreifach. 

Zw!$;chen diesen Zahlen haben wir (10, 12) die Gleichungen: 

CktttOMA, OberflCohea. 6 
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/>=jtt(;*-i)-2(r+r)-3«> 

^«»,(v-l)-2(«+«')-3A 

V =/»(/>-l)-2(?+«)-8(A+(?), 
8/>- <? = 3;« + v—a = Si/-^ß—ß, 

welche sechs onabhäD^gen Belationen gldchgelten. Wir wollen jetzt drei 
andere Gleichungen bestimmen, welche zur Bestimmung von ^ x dienen 

98. Es sei 0 em willkürlioher Punct. Jede Ebene, die durch 0 gebt, 
schneidet dann F in einer Cnrve l von der Ordnung jp und der Classe ß 
mit ^-^€o Doppelpuncten und StiUstandspuneten (9). Dieselbe Ebene 
schneidet die erste PolarflSclie von a in Bezug auf F in einer Cnrve der 
(o— !Vt(?n Ordnung, vrelclie durch rlie f-fw Doppelpuncte und die > ] ^1 Still- 
&i;uj(]>|juncte von l hindurchgeht. In diesen letzten Pnuctta hat sie mit 
dur Curvß l dieselben TaDgcuten^). Daraus folgt, dass.die ClHisäe der 
Curve l gleich ist: 

da dieses die Zahl der Tangenten ist^ die man von « an genannte Curve 
ziehen kann. Diese Tangenten sind auf <!cr Sclitiütebenc die Spuren der 

Tangentialebenen von F, die durch 0 gehen. Die erste Polarfläche von 0 
in Bezup: auf 2''' schneidet daher F längs der bciflcii ('invon (v), läag0 
der doppelten und stationären Ueneratrixen und längs der Berührungs- 
generatrizen der ft Taugen^alebenen, die durch 0 gehen. 
Die Gleichung 

zeigt, dass bei dem vollständigen Durchschnitt von F und der ersten Folar- 

fllehe die Curve (?) und die w Geraden zweimal rählen, während die Curve 
(v) und die 0 Geraden dreimal zu rcclrnen sind. Ple nr>m!iche Gleichung 
lässt erkennen, dass der umgeschriebene Kegel mit dem J^tlu itel 0 aus den 
T^g«uUaIebe»en, d^m Perspectivkagel der Curve (^) j^^weimal gewählt, 
dem dreimal gerechneten Ferspectivkegel der Cnrve (v) und aus den 
Ebenen zusammengesetzt ist, welche durch die doppelten und die stationären 
Geraden hindurchgehen, jene zweimal und diese dreimal gezählt 

99. Ist die schneidende Ebene, die wir durch 0 gelegt haben, eine der 
ju Tangentialebenen, und ist t die BerQlirungsgeneratrix und m der Punct, in 
welchem t die Curve ( ) berührt, dann erhält der Schnitt / der Developpa« 



1) Cfr. BAI.V01I, Oeomeity qf three ttmemwu (21 ed.) psg. 455 n. ff., wo 
aber die Singularitllten ut, ff, jr' nicht beachtet sind. Bei der Torliegenden ünter> 

suchung "Wurde der Verfasser durch den Rath der Herron Oayi.et Und ZXDTHBN 
uuterstOtzt, denen er hit i durch seineu. heraüchsten Dank aussf rieht. 
3) Mmieüuntf, jSo. 74. 
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blea F (13) in m eiuvii dicitaüheh ruikcL mit drei Zweigen, weiche v jh fkr- 
selben Tangente t berührt werdeu. Die erste Folarcurve von o in Jiuzug 
auf l hat also in m eine Spitze mit der Tangeute und die «weite Polar- 
curve von a in Bezug auf die nämliclie Curve l gelit durch m und wird in 
diesem Pnncte von der Geraden t berfifart. Folglich ist t in m Tangente 
der zweiten PokiH'ache von o in Bezug auf F\ oder auch: 

Die zweite Fckirßäche dnes l<l''Uym Ptmdes o in Besug auf »ne 

devdo'ppahlc F!"tche Ixfriihrf die Cuspiäak'urve in dm Ftmcten, 100 dUie von 

Elcncn uscnlin-t wirdy welche durch o gehen. 

Der Schnitt / ist ans Her Geraden t zweimal genommen und einer 
Cnrve 2)-tei- Ordnung znsamraengesetzt, welche von t in m beiülu-t und 
in anderen />— 4 Pnncten geschnitten wird — es sind dies die Puncte^ in 
denen die Curve {?) von der Ebene ot beröhrt yrird — ; diese Puncte sind 
für / dreifach, also geht durch sie auch die zweite Polarcurve von o in Be< 
zug auf wir haben also: 

Di6 »weUe Polarfläche eines beUebiffm Polet 0 in Bemg auf eine Deve- 

h^pahle hei-ührt die Benlhrungsyeneralrix Jeder Tangenlialeicne, die durrh q 
ge/ä, in dmt Puncte, tvo sie von der Ciiapidalmrt>e berührt tvii'df mid ädmci- 
det iu deu Fmdm^ wo die Kaotmcm^m trij^t, 

100. Es sei jetzt t eine der ^ stationären Oer cratrixen nnd nt der Be- 
rnbnnig&punct zwischen t und der Cnrve {v). Man lege die Ebene oi bis 
sie f^ehneidet, dann besteht der Rchnitt / atit der Geraden t zweimal ge. 
nonuneu und einer Curve V von der Ordnung und der Qlasse /i, diö 

in m mit t eiaeo vicrpunctigeu Contact hat, weil t iu drei unmittelbar fol- 
genden Tangentialebenen Hegt, und man also von einem beliebigen Puncte 
von t aus ß^Z von t verschiedene Tangenten an den Schnitt legen kann; 
t repräsentiert daher drei unmittelbar folgende Tangenten von V, Die Ebene 
0^ schneidet die Curve (^) in anderen »»—3 Pnncten und die anderen statio- 
när cu Conoratrixen in ^—1 Pnooten; l* hat also v-^ — i Spitzen. Diese 
Cnrve hat folglieh 

Doppclpimctfi (10). Diese Puncte gchÖrnn iIlt Linie (^-\-wi) an; von den an« 
dern Durclisohnittspuacten der Ebene 0' mit der Curve (^) fiind 2(/>— G) in 
doa /9-6 Durckaclnüttspnncten zwischen l' und i vereinigt, und folglich 
fallen die drei übrigen mit m zusammen. Die ebenerwähnten />— 6 Puncte 
sind für die Cnrve (^) Stillstandspuncte, weil in jedem derselben zwei un- 
mittelbar folgende Generatrixen — repräsentiert durch die stationären Ge- 
neratrixen — von einer nicht folgenden Generatrix geschnitten wei-den. 

Schneidet ma» F durch die Ebene, welche in m einen vicrpunctigen 
Contnct mit der Curve (f) hat, so besteht der Schnitt / aus der Geraden t 
dreimal gezählt und einer Curve (jo ~3)-t.er Ordnuüg und f f — U +or Chißse, 
die in m einen dieipunctigen Contaut loit t bat, weil t in drei unmittelbai 
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folgenden Tängentialebenen li^, von denen die eine die Ebene der Cnrve 

ist, und folpUeh zwei iinmitlelbar folgende Tanfronton dieser Curre darstellt. 
Die Elu no suliiioi h t u.ie (ürve (i*) inweüt it ii y —\ Punctcn und die übri- 
gen ataiioiicircn (ä-eueratrixen iu & — l Puucten; die Curve (/i^— '3)-ter Ordnung 
hat also Spitzen und daher 

«(^-aXif -4)-Ctt-l)-8(v+tf-5>J=e+«-8/4-14 
Doppelpuucte. Die Ebene hat also mit der Doppeicurre einen vierpanctigen 
Gontact in m und einen dreipunctigen Contaot in jedem der /d— 6 Durch- 
ebhnittspuncte von t mit der ebenen Curve Cö-^)-ter Ordnung. Folglich 
haben die Cnrven ('«') und (^) in m dieselbe Smgiilarifät, das hrfs'st, 
(lii solbc T nigente t mit dreipunctigem Coütact uod dieselbe Osculationseln iie 
uat vifci|juiiütigem Coutact. Die stationäre Tangente t trifft die Curve \-i ) 
in p—Z stationären Pnncten, nnd die Tangenten in dieaen Pnncten liegen 
in der Oscnlationsebene von tit. 

Der nämliche Pnnot m, in dem die Curven (v) und (f) vcti der sta- 
tionären Geraden t osculiert vi-crden, ist für die Developpable F di eifacb, 
weil eine beliebige Ebene durch i F in oincr Curve schneide*-, die, mit drei 
Zweigen durch m geht, das lieisst, jede Gerade durch nt hat hier einen drei- 
ijLuicügen Cüütact mit F. Die Geraden, welche in m mit F eiben vier- 
punctigcn Contact haben, liegen in der Oscnlationaebene, das heisst (71), 
der Berfihrungekegel von F in m reduetert sich anf diese Ebene dreimal 
gezählt. Es folgt noch (85), dasa die zweite FoIarMche eines beliebigen 
Poles in Bezug auf F durch m geht und in ihm jene Ebene zur Tangential* 
ebene hat. Ausserdeni hemerke mvtvt , da?s jeder Pnnct, der der Geraden t 
und der Cnrve /' ii) An- Khi-ue gemein ist, Rir l dreifacli -ein muss und 
also auch in der zweitun i'üiarcurvß von 0 iu Bezug aul' Hill;!; lolgUch hat 
die «weite Polarfläche von o in Bezug anf in m eine vierpuactige Berfih» 
rung mit i. Man hat also: 

Die mtmte Pohrßäche eines hdiebigen Pok» «i Beeug auf eine Dsm' 
loppable hat einen vierpwtctigen Contact mit der Ouepidafcurve und mit der 
Knotencurve in dem Pun<^ in denn dieee Curven von jeder siationBren Gen»- 
ra^m; oscuh'ert Verden, 

Die f> — 6 i'iuiüte, iu denen l die Curve (^) triiit, sind iür F dreifache 
Puncto nach dem nämlichen Raisonnement, das vrir schon für den Punct m 
angewandt haben; daher gebt die zweite Polarfläehe von o durch diese 
Pmicte. 

Wenn x einer dieser Puncto ist, in denen t von der Geraden geschnitten 

vnvä, welche «He C'u-ve (y) in n berührt, so ist der Tangentialkegel Ton F 
in r aus der dop]M li-o/ältlfen Osctilationsebcne dor Curve (i') in m und der 
Osculationsebene in n zuhaniinengesetzt. Die geiüoiuschaftiiche Gerade dieser 
Ebenen ist die Cnspidaltangente der Cnrve ($) in v, und durch sie geht die 
Tangentialebene in ( der zweiten Polarfiäche von o in Bezug anf F; also 
zählt r fnr drei Durchschnittspnncte der Cnrve (f) mit der obengenannten 
zweiten Polarfläehe. 



100 — 101] Anwencbmffen aijf äeoehppaUe Flächen. 
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101. Es sei jetzt t eine der at Doppeigeneratrixen, m, m' ihre BerOh- 
rimgspnnote mit der Curve (v), und man wende aaf sie dieselben Betrach- 
tungen an, die wir für eine stationäre Generatrix durchgeführt haben. Die 
Ebene ot gibt hier eine Curve P von der Ordnung p—2 und der Classe ß 
mit v-\-0^i Spitzen, also mit 

U(<«'-2)0«»-3)-/i-3(»'+<?-4)] =f +w -2it»+9 

Doppelpuncten, von denen a—l in den o»— 1 andere Doppelgeneratrixen liegen, 
wahrend d56 andern $-2/» +10 der Enotencurye angehören. Die Ciure ? hat 
in jedem der Puncte in' mit t einen dreipnnctigen Contact, weil diese Gerade 
in swd Paar unmittelbar folgenden Tangentialebenen liegt, und folglich fiülen 

von den fi TanjTPntcn von V, die von einem hfüeln'gen Puncte p von t aus- 
gehen, zwei ti;i* jutt und zwei andere mit pm' zusammen. Ks folq^t. das« t 
die /' in audreji />— 2 — 2>ä Fuiictea trifft, das lieiust, die Doppelgoneratrix t 
schneidet p—S einfache Generatrixen. Die Ebene ot hat folglich mit der 
Knotencm-ve 2(/> — S) Durchschnittspuncte , die zu zwei und zwei in obenge- 
nannten p —8 Puncten vereinigt sind, und 6 Dnrchschnittspuncte, die zu drei 
und drei in die Puncten tn, m' zusammenfallen Also hat < in nt und in 
einen dreipunofig^'n Tontact mit der Curve {$). 

Da m « in dreifacher Punct von F ist, so geht die zweite Polai'fläche 
von 0 in Bezug auf F durch m. Aua«6i'detn hat dime zweite Polarfläche, 
da jeder gemeinschaftliche Punct von t und l' für den vollständigen Durch- 
schnitt der Ebene et mit P dreifach ist, in m einen dreipnnctigen Contact mit i. 
Diese Gerade hat aber in diesem Puncte eme zweipunctige Bertihrnng mit 
der Curve (v) nnd eine dfeipunctigr iv.'t der Curve (f); folglich hat man: 

Dk stceite Polarflilche eines heliehigcn Pimctes in Beniy auf eine Deve- 
hppabf.e fjrht durch die B&iAnmgsjninH'^ flrr Cnniitloh-un^e viit ihren Doppel- 
iangisiUea und hai dawlh«t mm niceiimncliye ßerü/iruny ntit j&ner Cwrm tmd 
dne dreipunclige mU d&' Knotencurve. 

Die /o-ö für F dreifachen Puncte, in denen i andere Generatrixen 
schneidet, sind fOr die Curve {$) Doppeipnncte. Ist in der That t einer von 
ihnen, in dem i von der Tangente der Curve (^) in ti getroffen wird, so wird 
dort die Curve (1) von den beiden Geraden berUhrt, lings deren die Oscn- 
lationsebene in n die Oscnlationsebenen in m und m' schneidet. Folglich 



1) Dass die Curve {$} durch m, m' gebt, eigibt sich auch, wenn oum beachtet, 

d&sa z. ß. m ffir F ein drei&cher Punct ist, weil sich in ihm drei Tan^^cnteu der 
Curve (v) schneiden. nSmlich die Ttinirenten in in. im unendlich nahen Punct«" von 
Itt ttiid im Puncte m'« Also besitzt der von einer beliebig durck in gelegte Ebene 
auf F erzen(^ Schnitt hier drei Zweige, von denen swei durch die Spur der Os- 
eohtionscbLiK' in ni m.il der dritte von der Spur der Osoulationsebene in m' be- 
rührt werden. E- lolgc, diit-a m so viel alp fino Spif^C nnd /tto: TCr.ofcnpuncto des' 
Sebnittcä gilt; und folglich geht ausser der Curvö (f) und einex dci' w Boppclge- 
radea auch die Cun'e (I) durch m. 
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stellt jeder dieser p—ü Pnncte zwei DurchechDittspuncte der Knotencurve 
mit der zweiten l'ohrfläche von o dar. 

Öclnieidet man die Fläche F durch die Oscuklioueebeae der Curve (f) 
in m, sa bciitßht der Schuitt l a,m der Geraden t, dreimal genommen and 
einer Cnrre (jt»— 8)-ter Ordnung und (f— l)-ter Glasae mit 5 Spitzen, 

welche mit < in nt eine zweipunctige und in m' eine dreipunctige BerUlirnng 
eingeht. Diese Gurre hat also 

3)(/>-4]-(/i- l)-3(v + ö'-ö)! = e+«-8/>+ 14 

Doppelt riin t \ vrr rlcnin ?- r^o-j-lS der KnotencurvG angehSren. Die andern 
Dnrchst liuittspuncte der sciineidfui^n Ebene mit der Curve (?) sind die fi—S 
gcnannteu Puucte, jeder dreimul gezulilt, im4 die Puncte in, m' zusaoimen 
al« 9 Fnncte gezählt, näfulieh m sechsmal und m' di-eimal. Die Bbene also, 
welche die Curve (v) in nt osculiert, hat dort einen sechspunctigeo Contact 
mit der Onrve {$) und ausserdem mit derselben Curve einen dreipnnotigen 
Contact in p—1 andern Punoten, von denen einer m' ist 

102. Es sei jetzt m ein Doppelpunct dei' Cuspidalcurve; t,t' die Tan- 
genten und P, P die Osculationscbenen der beiden Zweige der Curve. Be- 
zcicliiion vir rlurch t'^ die m f, t' unendlich nahen Generatrixen von 

m sieht luat) unmltldbar, dass m ein viecfadier Funct der Fläche F ist, 
weil er iu vier Generatrixen t^^ t*^ liegt. Bs ist gleichfalls klar, dass tu 
auch (ür die Enotencurve vierfach ist, weil er den Durchschnittspnnct von 
vier Paar nicht unmittelbar folgenden Generatrixen tt'f U'^, t\f darstellt. 
Die Geraden, welche in m einen funfpanctigen Contact mit F haben, liegen 
sämmtlich in den Ebenen JP* ; folglich stellen diese Ebenen, zweimal ge- 
zählt, den Berührangstegel von P im vierfachen Pmicte dar. Die zweite 
Polarlläche eines beliebigen l'unctes o in Bezug auf F hat in m einen lü- 
planarpunct, nud die beideu TangentialebcDCn geben durch die Garade I'F', 
welche zugleich die Tangente der Curve {ß) in diesem Puncto ist. 

Hieraus ergibt sich gerades Wegs, dass in m vier Durohschnittspuncte 
der CuiTe iy) mit der zweiten Polarfläche vereinigt «nd. 

103. Ein stationärer Funct der Cnrve {v) ist für F dreifach, da jede 
Gerade, die durch diesen Punct gezogen ist, in ihm drei aufemanderfolgende 

Generatrixen schneidet. Der Tangentenkegel von F in diesem Punete be- 
steht au.s der dreimal genommenen Ebene, die in ihm einen vierpnnctigen 
Contact mit der Curve (y) hat, weil diese Ebene der Ort ^qx Geraden ist, 
die in genanntem Punete mit F einen vierpnnotigen Contact haben; folglich 
geht die zweite Polarfläche von o durch diesen Punot und hat in ihm ge- 
nannte Ebene zur Tangentialebene. Also haben wir: 

Die zweite Polarflädie eines bduingen Foies o in Bezug tauf eine Dew- 
loppahUf Jutt mit der Cuspidalcurve in s%rm iSiißetaadepuncteit eine vier- 
punrfüjf BeniJmmg. 

lOi. Die rmic'c der Cnrvc ('). durch welche die zweite Polarfläche 
von 0 geht, &ind diejeuigeu, dci'cu Quadripolarüüchen durch o gehen, und 



101-106<] Amcaidwagen at^ developpabh Stächen. 
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diejenigen, deren Quadripolarflächen unbefitimrot werden. Die ersten Pnncte 
sind diejenigen, in denen die Carve (v) von den M Tangentialebenen von?* 
osenliert wird, die durch o gehen. Die zweiten Puncte dagegen sind für die 
Fläche dreifach oder vierfach (71), das heissJ, sie Hegen in drei oder vier 

Genorfttrlxcn. Unter diesen Puncten sintl in der Cuspidalcurve, ausser den 
ß stationären und den «' Doppelpiincten und auajser ckn 2«>4' ^ Ji<-'i' Ehrlings ■ 
pimcieu der doppelten und dei* statiouärea Tangenten, auch die ^ Puncte, 
in denen cwei auf einanderfolgeude Greneratrixen von einernicht anmittelbar 
folgenden zogldch geschnitten werden. Diese Puncte sind für die Cnrve 
stationär, aber für die Curve (v) nur einfach; und diese wird in ihnen von 
der zweiten PokrAtLche nicht berCIIirt. Also hat man: 

Die zweite Polarfläclie dncs heliehigm Poles o in Be^ufj an f eine Deve- 
loppahle schneidet die Cuspidakurve in den Punctmy *a wddieu. ddete von 
Gtstmkn gesi^uUUen wird^ tUe «ie» aaderewa lerüJtrat, 

Auf diese Weise sind die Bnrchachnittspnncte der zweiten Polarfläche 
von 0 mit der Curve (v) dargestellt durch die Gleichung: 

v(p—i) = 2i» + 4 <?+ 2.2« + 4»' + 4/?-|- 
Aus ihr ergibt uch: 

i= vp-,2(fi-{'V'^2 + 3« -t-2«' 4- 2^9), 

oder auch mit Hilfe der Formeln von Catubv^)', 

il=vOH-4)-6(/!»+/S)-4(«»+»')-2^- 

105. Wir haben schon (98) gesehen, dass die zweite PolarÜäche von 
0 die Enotencurve in den Mfi*-4t) Puncten schneidet, wo diese von den 

Berilln-uiigBgeneratrixen der ß Tangentialebenen von Ff die durch o gehen, 

getroffen wird. Dies sind diejenigen Puncte der Curve deren Qnactri- 

polarflächen durch o gehen. Eine solche Polai'fläche besteht ans den zwei 
Ebeneo, welche in demselben li'imcte die Fläche P berühi'en und von deuen 
dne durch p geht. 

Die übrigen Durohsohnittspuncte der zweiten Polarflache von o sind 
Puncto, deren Quadripolarfläche unbestimmt ist, das heisst, es sind die drei- 
fiMshen und vierfachen Puncte von F, deren Zahlen sind: 

0, 0(p-6)» 2a», tt'y ß, ^ r. 

Wir haben schon gesehen, dass jeder der ^, 6),2ö», 8) Puncte 
bezGglich fiir 4, 3, 3, 2 Durchschnittspuncte der Knotencurve mit der zweiten 
Polarfläcbe von 0 gilt ; jetzt wollen wir zur Betrachtung der anderen Puncte 
Ubergehen. 

106. Es sei m ein Doppelpiinct der Cuspidalciirve «nd man halte die 
Benenmingen der Nr. 102 fest. Eine beliebig dnrch m gelegte Ebene M 
schneidet F in einer Curve l von der Ordnung p imd der Ciasse /i, die in 



J) Daa h&iaat, indem man für /x den gleicbgcltenden Ausdruck St/»— vj-^-^— ^ 
setii (97X 
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m «inen vierfachen Fnnct hat (vier Doppelptincten und svei Spitzen gleich, 
gelfencl); in ihm worden zwei Zweige von cler S[ii'r von P und die bcirlcn 
audem von der Spur von P' berührt. (Joht die .Schnittebene durch che 
Tangente so ;tcr fällt der Scliaitt / in die Uerade t und eine Curve l' de^' 
(/? l)-ten Ordnung uud fi-tet Glaase, die in m einen dreifachen Fnnct hat. 
Dort hat ein Zweig t zur Tangente während die beiden andern von der Spur 
von P' beiilhrt werden. Die Ebene schneidet die Linie iv-\-6) anderswo 
noch in 3 Pancten, die Spitzen von /' bilden, und da m für zwei 

Doppeipnocte und eine Spitze zn zählen ist, eo hat V noch andere 

i [(/>-lX/»-2)-itt-3(i'+<?-2)]-2 = +2 

Doppelpuncte, von denen ^•~/>4-2 in der Cnrve (^) liegen. Von den andern 
p—^ Durcluchnittspuncien dieser Curve mit der Ebene sind 4 im Fnnote m 
vereinigt und />— 6 befinden sich in den andern Porchschnittsponcten von t 
und l', da« heisst i trifft ausser noch ^o— 6 Generatrixen und hat folglich 
in w mit l einen fänfpunetigen Contaet 

Wir setzen jetzt voraus, die schucidende Ebene fiele mit der Tangential- 
ebene P zusaniricrr, Dar^n ist der Schnitt / nm der zweimal genommenen 
tieradeii i und einer C i.m' /" der 2)-ten Ordntmg und (y« — l)-tcn Classc 
zusammengesezt, die iu iit einen dreüacheu Fuitot hat — %v'cil nlk durch m 
in der Ebene P gezogene Geraden in ihm mit F eine fun^nnctige Berührnng 
eingehen — ; in ihm wird ein Zweig von f berUhrt, und die andern beiden 
von der Geraden PP'. Die Curve l" hat andere v-f <?— 4 Spitzen, sie besitzt 
also ausser den beiden in tn vereinigten Doppelpuncten noch 

i[(/>-2)0o~8)-Ct^l)-8(v-ff-3)]-2 = $^ü»-2fi^ 6 

andere. Die übrigen 2p^B Dor6hschnittspnncte von P mit der Curve ($) 
werden von den />— 6 Puncten, in denen t andere Generatrixen von F ahi' 
schneidet, und dem Funote m gebildet; folglich hat die Ebene P mit der 
Curve {$) einen zweipnnctigen Contaet in itdtm der genannten p 6 rcncfr 
und einen sechspitnctigen Contaet in tn. Kin ähnlicher Schluss liisst sii.li für 
die Ebene P' machen, und folglich hat die Gerade PP' mit der Cm vo [c] 
im Puiicte m j&echg veieüUgte get»eiii«&haft;li<^Q Pmtcte. Die&e Gerade ist 
aber auch die Durchschnittsgerade der Tangentialebenen der zweiten Polai-- 
fläche von o in dem Biplanarpuncte m; und also haben wir: 



1) Eine beliebig durch die Gerade i^F' gelegne Ebene schneidet /' in einer 
Curve l von äer p-tea Ordnung und der fi-ion Classe mit vier in m sieh Itrensen- 
den Zweigen und einer ein/Jgcn Tangente PP*, mit der sie Sn diesem Fuoete einen 
SprVi-pnnctigen Contai t li it. Dieselbe Eben r- trifft die Cuspidalcurve in anfl^rn v-2 
und die Kuotencurve iu andern l'uncten. Die Curve i hat al&o in in eine 

Singttlacit&it welche 6 Doppdpuactea und 2 damit vereinigten Spitzen entspricht 
und folglich die Yermindening um 6.2+2.3^18 in der Classenzahl und von 
6>6-+2.S=52 in der Zahl der Wendepunote herrorbringt 



106 — 107] AmDendungm an^ developpaMe Flächen, 
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Ein Ooj^pdpmct der Cuspklalcutce ül für die Kmleacurve vierfach, und 
gät /ür zioö^ Dwn^chnitttptmcte der leUsterm Qtrm mit der atodten Polar- 
ßäehe eines helidngen Poles «h Besug auf die gegätene DendoppabU. 

107. I&t in einer doi- ß ätill&tan<k^uiict& dor Curve (v), und i öi<i 
entsprechende Tangbulü, eo schneidet die Ebene, welche F längs i berfihrt 
die Cnrve (") in anderen v— 4 Puncteu, das heisst, die Cnrve 2)-ter 
Ordnung, welche F und genannter Ebene gemein ist, bat wohl noch 
v-\-6—% Spitzen, wie im Allgemeinen für eine ganz beliebige Tangential- 
elxnie. aber eine derselben fällt auf m- Die ebenp Cm-vo Imt in w die Tan- 
i;enie t, von der sie iiocli in p — 5 anderen l\uicltii geschnitten wird, und 
da sie aimerdom von der (,«— l)-tcn Classe ist, so hat sie 

{ [(p -2) ( p -S) - (,«- 1 ) - 3(v -f- if -3)] = f -f 8 

Doppelpnncte, und folglich berührt diu Ebüac, welche in ttt einen vier- 
punetigen Cpntact mit der Curve (v) hat, die Cnrve (^) in m und in ande- 
ren p-b Pnnoten der Geraden t. Die nämliche Ebene berührt in m die 
zweite Polarflacbe yon o, und man hat also: 

Die zioeite Polarßäcike eines hdiehioen Pohs In Besmg auf eine Dette- 
loppabh benüiH die Knolmmne in .■ >^;''f:^'<t:i'>y>,i,.rten der CmpuJ.ahuri-c. 

Eine beliebig darcli die Ciispidf.Ilan'i' rS' / lior Curve (v) gelegte Ebene 
schneidet i'"* in dieser (icradcn / nnd in einer Cin vc (/»—•IH©*' Ordnung und 
fii-iev Classe, für welche m die Vereinigung einer Spitze und eines Doppel- 
pi]>ietes darstellt 1); es gibt ausserdem noch 9 andere Spitzen und 

folglich 

U{/»-lH/>-§)-i«-5 (i'+<?-2)] - 1 -l-«»-/»+3 
Doppelpnncte. Pic Gerade t trifft nnr p—f) von ihr selbst verschiedene 
Gcneratrixen, das Jn isst. «if «cbneldet die ebene Curve in p — 5 Pnncten — 
oder hat auch in in mit iiir enu-n vicrpuuutigei] Contaet — und folglich h&l 
die Ebene mit der Curve einen zweipuncügen Contact in m. Also 
erhält man: 



1) Eine beliebige Ebene schneidet F in einer Garve { der p-ten Ordnnng und 
fi-ter Classe mit ^-\-w Knotenpiiiicten und v-|^ Spitzen, woraus man 

/i — 1) - 2($ + w) — 3( !- + &) 

zieht. Gebt die Ebene durch mnmi dmt a Berübruugapuncte der statiouärca Bbe- 
DCUj SO babcn wir ia ibm eine Spkze, eben Knoten- und einen Wendepunct rer- 
einigt. Bio Curve l hat in diesem Fnncte st« Zweige, weil der Pnnot fttr F ein 
Doppelpunet ist, mit derselben Tangente, deren Berührung femer vierpunctig ist, 
da flioBc Tangente in der Wendcebonc liegt. Man hat ho in der Curve l ^'mo 
Singulaiiiät, welche die Yeriainderuug ^ ^^'^ Claase und S-i-6-}-l in der Zahl 
der Wendepnncte hervorbringt. 

Geht die schuldende Ebene durch einen der ß station&ren Punote der Cnrve 
(i^), so bat in ihm die Curve I drei Zweige, die von dei\-olbcn Tai goivtrt vicrpnnrtiL;- 
berührt werden. Diese SinguUritit nmfuse zwei mit ^neju Euotenpunct vcr- 
einigte Spiueu« 
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In (9m stationären Puncten der Ciispidalcurve mtet Deoeioppaiden haben 
die Vusjpidcd- und Kmlmcurve di&sdlim TanQcntai, 

108. Es sei jetzt m einer der X Functe der Curve {v\ die in swei 
Tangenten liegen. Es sei t die Tangente in w und t' die andre Tangente, 
die anch durch m geht. Der Berühntngskegel von F in m — oder anch 
(71) die cubische Polarfläche von m — ist dann ans drei Ebenen zusam- 
mengesetzt, von denen zwei mit der Ebene zusammenfallen, welche F lluigs 
t berührt, and die dritte ist die Tangentialebene längs? t\ Die Durchschnitts- 
gerade i" dieser beiden Taugeuiialebenett ist die Cuspidaltaitgeute <lur Knoten- 
carve in m. 

Die zweite Folarfläche von o geht durch m and wird dort von einer 
Ebene, die dnrch t" geht, bertthrt, das heisst, von einer Ebene, welche mit 
der Curve ^ einen dreipurK li-i n Cr n'nct bat; folglich hat man: 

Die zweite Polarßäche eines hdiehifjm Poles in Bezug anf eine Dev6- 
Iffppahfe hat mit der Knotenciirm «» jedem Puncte einen dreiprmctigen Cmitaff, 
ioeicher für dißse m ^äletmdspmct wid jUar die Qmpidakww ein dnj'achcr 
Ikmet iet, 

109. Jeder der dreifachen Pnncte von F, in dem drei getrennte Oene- 
ratrixen zosammenlaufen, ist offenbar für die Curve {$) ebenfialls dreifach 

and ist auch ein Punct der zweiten PoIaifl'Klie von o. 

Die Durchschnittspuncte der zweiten Polarfläche von o mit der Carve 

■werden daher durch folgende Gleichung repräsentiert: 

^p—2\ ^ /4 />- 4) H- 2 y5 + 3 3 r + 4 -i- + 3.2ö> +2aK/»-8) -f- 12«'. 
8et£t man hierin für seinen Werth (104), so entsieht: 

3r {^—fß.— - 2<«) f/>— 2'i -\- Sm-{-200] -f lOß — lb<o. 

Mitlelsi des r>iiicips der JJuaUlilt erhält man aus den Zahlen i*r fol- 
gende andere Zabieii: 

3ri= 8Afr-8*- 2ce»)(/»-2)-|-8v-f 20tf)+10a+ 18«», 

wo i| die Zahl der Ebenen bedeutet, von denen jede die Curve (>*) in 
einem Puncte osculiert und in einem andern berührt, und die Zahl der 
Ebenen, welche die Cu've (t^) in dr^ getrennten Puncten berfihren. 

110. Existieren auf einem Kegel ^-ter Ordnung zwei Curven, die nicht 
durch den Scheitel gehen und jede Generatrix bezüglich in ^i, Pnncten 



Gebt die sebnetdende Ebene durch einen der X Stationiren Puncte der Curre 
so erhalten wir in ihm drei Zweige der Cuive l mit zwei verschiedenen Tan- 
genten, eine B'n^nlarit&t, welche der Tereinigang einer Spitse mit swet Knoten- 
puncten entspricht. 

Gdit die scbntidende Ebene dnrch einen der 9 ßerdhrungspuiicte der Cur?en 
(v), (^) mit den stationären Oeraden, so bat in ihnen die Gnrve l zwei Zweige, 

die von derselben Tangente vierpnnctig berührt werden, und diese SingularilTit eat- 
spnokt zviei mit einem Enotnipunet veteinigteB Spitsen. U. s. w., a. s. w. 
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sebueiden, so ist die Zahl dev beiden Carveu gemciu$chat'tiic)ion Puticte 
gleich ^<riff<|. Diese Behauptung, die an rieh klar ist, inrenn die beiden 
Curven die Durchschnitte des Kegels mit £wei Flächen bezüglich der «r^-ten« 
«Ji-ten Ordnung sind, nehmen wir hier för allgemeingiltig an. 

Dies vorausgeschickt bemerke man, dass der Perspectivk^ei der Knoten- 
carve (f) vom Scheitel o mit der Developpablen F die Ciuve {$) gemein 
hat, die zweimal tu /.lililen ist, nnd also diese Fläche noch in einer anflcrcn 
Gurve e der 2)-tcn Ordnung schneidet, die mit jeder Generatiix des 

Kogels 2 Pimcfe gemein hat. Nimmt mau aul' jedei' GtueraU-ix des Kegels 
die harmoniecheij Mittelpuiictc des ip—Z)-ten Grades des Systems der (p—2) 
Puncto von c in Bezug auf o als Fol, so ist der Ort dieser harmonischen 
Mittelpuncte — genau wie für die ebenen Curven <) ~ eine Onrve e' von 
der 3)-ten Ordnung und hat mit jeder Gencratrix des Kegels p—B 
Puncto gemein. Die beiden Cnrvon c, c' haben &p—2)(p^S) Puncte ge- 
mem, md zw&r die folgenden: 

a. Die Beriihiinigspuncte der Cnrve c mit Tangenten, welcJie gleich- 
zeitig Geuöi'ati'ixea des Kegel:: sind. Aber die Xangenten^ welche sich 
von 0 an ^ ziehen lassen, haben ihre Bernhrungspuncte auf fi Geraden 
(Geneiatrixen von F), welche (13) den Kegel in 2^+8) Puncten, 
die nicht auf der Onrve {?) liegen, treffen. Diese K$—2p-\-8) Puncto sind 
folglich eben s viele Durchschnittspuncte der Curven &. 

b. Die i'iiiK ff^, in welchen die Cnrve (?) von den x Doppclcmipratrixen 
des Kegels } getrot'tcn wird. Es seien pi, zwei Puucte der Curve ( f ) 
mic 0 iu gerader Linie. Wir betrübten die Doppelgcncrairix OfiP2 d.es 
Kegels wie zwei verschiedene Generatrixen opi, Oys. Die erste derselben 
trifft zunächst die Curve in schneidet dann F in zwei mit pt 
zusammenfallenden Pnncten und aussei-dem noch in anderen p-~i Puncten 
4i> i}2> • • die zweite dagegen schneidet, nachdem sie die Curve in 

getroffen, die Flache F in zwei mit pi zusammenfallenden Puncten nnd 
aussei! ein noch in anderen f'~4 Pimcten c\\, c\2, .... Die "Ebene, welche 
diucli 0 und durch die Tungeiucu der Cuive {$) in pi (oder in p'i) geht 
schneidet die beiden Tangentialebenen von F in ps (oder in pi) längs zwd 
Geraden, welche in p2 (oder In pi) Tangenten der Onrve e sind; die bei- 
den Ebenen, die durch o und bezüglich durch die Tangenten der Curve (€) 
in den Puncten pi , p» gehen, schneiden die Tangentialebene von jP in <| in 
zwei Geraden . welche die CnrTC c in i\ berühren. Also sind die Puncte 
Vi} P'2, i-lij *12> • • • sämmtlich für e Dnyipelpuncte. 

Auf der Geraden opi, findet man als I'uucte der o' die fi — 3 hamoni- 
schen Mittelpuncte des Systems p», p», qi, qa, . . und auf opt hat die- 
selbe Curve die />— 8 harmonischen Mittelpuncte des Systems pi, pi, . 
folglich entliält die Doppelgeneratrix apips des Kegels 2{p—3) Puncte von 
c'. Einer davon ist pi, ein andrer ps. Jeder dieser Puncte ist für e ein 
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Düjjpt;l^"Uiict und üiu eiataclior Punct für c' , nn<l vertritt also zwei Durch- 
schnittspuncte der Curvcn c, c'. Die x Sehtieu der Curve (^), welche dnroh 
0 gehen, geben jfoIgli<^ 4x Durchschnittspunete der Curven e, c*. 

o. Die Pnncte, in denen die Cuspidalcnrre (v) und die 9 stationären 
Generatrixen von F den Kegel (^) treffen. Die Gerade, welche von o nach 
dem Pnncte p der Curve (^) geht, treffe in m die Linie and anmer« 

dem F in weiteren Pnueten qa, . . . . Da m zwei Durchschnitte* 
pnncte von op mi* F darstellt, so ist m nncli finer der lun-moniscliftn Mit- 
tclpuucte, dcroü Ort c' ist. Jede Ebene durch ui Lrmi. in di sbiü l'iinctö c 
in zwei zusainmeafallendeu Ptincten, weil m ein gewölmlicher Fuuct füi* den 
Kegel (f) nnd ein Doppelpuuct (Uuijilanai'pnnct) für F ist. Da nun alle 
Geraden, die mit F einen dreipunctigen Contact in m haben, in einer einzigen 
Ebene liegen, so ist die Durchschnittsgerade dieser Ebene mit derjenigen, 
welche den Kegel (^) längs berührt, die einzige Tangente der Curve c 
in ni. und »t ist folglich für e eine Spitze. Eine beliebig durch op gczo- 
gt'ji- lilhiiic schneidet, den Kesrel (^) in anderen *— 1 Generntrixen, deren 
eine die Curve c in den i'imcteu ui', w", iji', ijss' ... trint, Nähert 
sich o|i' nneiidUch der Geraden op; das heisst, wird die Ebene Tangential- 
ebene des Kegels, so nähern sich die Puncte 1)3', ... unendlich den 
Pnncten 41, 4|2, ... nnd die beiden andern m', m" nähern sich unendlich 
dem Pnnete nt imd also auch sich selbst untei einancler. Wenn sich aber die 
Puncte m', m" in einen vereinigen, 60 fallt audi einer der harmonischen 
Mitfi^lpinicte auf 0p' mit ihm zusammen, das heis 1. ilie beiden Curvcn c, c* 
haben in nt dieselbe Tangente oint' oder mitt". Folglich repräsentiert m drei 
Durohschnittspnnote der Curven c, e'. Die Zahl der zu m analogen Puncte % 
ist gleich der Zahl der scheinbaren Dnrchschnittspuncte (107) der Curve (|) 
mit der Linie (»4-^). Die Curven ($) und (v) haben gemein: 

1. die Berfihrnngspuncte der a stationären Ebenen; 

2. die ß Cnspidaipnncte der Curve (f); jeder derselben zählt (6r drei 
Durchschnittspunete der beiden Curven, weil diese in ihm dieselbe 

Tangente haben (103); 

3. die / Cnspidaipnncte der Curve (^); jeder von ihnen zählt für 
zwei Durchschnittspunete, weil in ihnen die beiden Cnrven nicht 

dieselbe Tangente haben ; 

4. die 0 B^L'Uhrungspuucto der statiouären Tangenten; jeder dei'solben 
zählt für drei Durchschnittspunete, weil in ihnen die beiden Curven 
drei Pnncte in gerader Linie gemein haben; 

&. Die 2«» Berührungspnncte der Doppeltaugcnten ; jeder derselben 
sählt für zwei Durchschnittspunete, weil in ihnen die beiden Cnrven 
(f) und (^) dieselben Tangenten haben; 

6. Die «' Doppeipnncte der Curve (v), welche, als vierfache Puncto 
der Curve (^), 2.4.«' Durchsohnittspunoten gleich gelten. 
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Die Zahl der scheinbaren Darchschiuttspoocte der Onnren (^)>(>') i»t daher 

Je de der & stationären Geiadeu hat (100) mit der Curve (^) einen 
drei]>unctij^en Contact and ansBerdem jc— G gemeinschaftliche Poncte, ron 
denen jeder für die Cnrve (^) etation&r ist und folglich zwei wirkliche 
Dnrchschnittspnncte darstellt. Die Zahl der scheinbaren Durchschnittspancte 
der Gorve mit der stationären Geraden ist also 

e-2(/>-6)'-S, 

und folglicii ist di& Zahl der schciubareu Durcksclmittspuncte dur Curve ) 
mit der Linie (>'+<^ gleich 

d. Die Pnncte, in denen die (d Doppelgeneratrixen von F den Kegel 
(f) treflen. Wenn die von o nach einem Piiuctc p fhr Cm vc- i^) i^pzogenc 
Gerade die Doppel f;;eitf:'r;'t rix f in m trifft, so ^\\t m für zwei 1 »mrli.'^ehtults- 
l»uncte vou op oiit /*' und ist daher ein Punct der Curve c, des Oytcs der 
barmoniscben Mittelpnncte. Femer ist tn itir die Carve c ein Doppelpunct, 
weil diese in ihm zwei Tangenten besitzt, welche die Durchscbnittsgeraden 
der Tangentialebene des Kegels (f) längs of> mit den Tangentialebenen von 
F längs ( sind. Die Gerade t hat mit der Curve (^) zwei dreipanctige Be- 
rtthntngen nnd ausserdem noch p—B gemeinsame Pm^ctp. die für genannte 
Curve Uoppelpuncte sind; folglich ist die Zahl der -clirinliaren L'incliscluiit-ts- 
pnncte dieser Curve mit den <tf Doppelgeneratrixen gicicii c*i^ ~-2{p - 6} ■ 
das hei&st u>l^~2p-{-lQ). Jeder dieser Functe zählt für zwei Durchschnitts- 
ptmcte der Cnrven Cj e'. 

e. Die Doppelpnncte der Curve (»), welche fOr die Curve ($) vierfach 
sind. Ist nt einer dieser Pancte, so ist om eme vierfache Generatrix des 
Kegels (ß). Wir wollen diese Gerade so ansehen» als sei sie durch Ueber> 
einanderlagern von vier verschiedenen Genoratrixen erzengt: in jeder der- 
selben fällen zwei von den p~B Puncton der Curve e mit m zusammen, 
folglich ist nt auch ein harmonischer Mitfelpiinct, r^fis heisst ein Punct von 
c'. Der Punct m repräsantiert fiii- die Curve c und auf jüder der vier Gü- 
neratrixen einen Doppelpunct mit zusammenfallenden Tangenten, weil die 
Tangenten die Durchscbnittsgeraden der Tangentialebene des Kegels (f) längs 
0m mit . den Tangentialebenen der Developpablen in m sein würden, und diese 
Geraden zusammenfallen, da diese drei Ebenen durcli ein und dieselbe Ge< 
rade gehen. i'Tn uor That ist die einzige Tangente der Curve {$) in m j^e- 
nan der Durehsclmitt der beiden Tangentialebenen von F). Also gilt m für 
SA DurchschnittspuQCte der Curven c, c\ 

III. Die Dnrchschnittspuncte der Curven e' sind also durch folgende 
Gleichung ausgedrfickt: 
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' \- Zl^{ß-2p - 1- 9} i- 2o,{$-'2p-\- 10) -h 12»'. 
Aus dei" dritten G-leichung der Nr, 97 erliJilt man «bor: 

also: 

2?(^-i'/>-;3 ) — —1.u(p- 4)+4x-3(« 4-3^5 + 2A) - 6 </(>-3)-4a>(/>-2)- 1 

AdiliiTl, ni.'iii lüpsF; (Tlfiflruig zw f)er mit 4 innlf i)ilirii'rti.-n ursteu Qleichuug in 
Nr. 109, uud «eUt lür ucu ii(.j[uiviilculnii Ausdruck ^_y7); 

6/>— 8/H-3a— 2tf, 

so erhalt man: 

#(e-l)-2Jr-2<»0»-8)-W-3^0»-6)-6r~18e' = />(At-3)-8«. 

112, Daraus ergibt sich sogleich die Cla8«e der Cnrve (^). Diese Cnrve 
hat X scheinbare Doppelpnncte, ta^p—^ wkliche DoppelpuDCte, l-^0{.p—^) 
stationäre Punete, t dreifache und «' vier&che Puncte, von denen jeder sechs 

Doppelpuncfen und zwei Spitzen gleich gilt (lOG, Anmerkung). Ansserdem 
hat die C-ti-vp ff) noch v,-(';ifpre y' Doppelpnncte entsprechend den Ebenen, 
weicliii F jatigs zwei verschiedener Geueratiixeu berühren. 

Betrachten wir uälmiück eine solche Ebene, welche dieCurve (v) in swei 
Functen m, m' oscnliert und JF'längs der beiden Geraden tim, ntit' berfihrt. Diese 
Ebene schneide! F längs einer Curve l der (/>— 4)-ten Oi'dnung und — 2)-ter 
Classe, mit v-Yd-^^ Spitzen also im Besitz von 

Doppelpimcten. Der Funct tt ist fQr den rollständigen Schnitt vierfach und 
stellt also vier Durobschnittspnncte der Ebene vm'n mit der Knotencurve 
dar, und folglicli fallen die übrigen 4(/^-'^) Durchschoittspuncte zu zwei und 

2wel auf die Durchsclnu'ttspuncte von l mit der Geraden mn, m'n; das heisst, 
jede von diesen Gcriidon beridirt l in eiaem Punrtr^ fnt oder ni') m •^chtipit'ßt 
sie noch in andern /' — 6 Funoteu. Die Ebene mm'n hat also nnt der Kno- 
tencurve in n ciue vierpunctige Berührung und noch 2(^—6) andere zwei- 
piinctige Contacte, und jede der Geraden um, trat' trifft nicht mehr als p—^ 
andere Generatrixen. Schneiden wir also die Curve (^) dnrch eine Ebene, 
die durch nm geht oder auch dnrch um', so gilt tl immer für ?.wei zusammen- 
fallende Durclischnittspuncte ; das hetsst k ist ein Doppelpunct für die Cn-vo 
{^). Man sieht nun leicht, dass die beiden Tangenten diaaer Curve iu n in 
der Bbenc mm'n enthalten mxd. uud mit den beidciu Üenei'atrixen nm, nnt' 
ein luumouiscUcs Büschel bilden 



^) Die correlatire Eigenschaft ist: Wenn die Curve (y) einen Doppelpunct nt 
hat, so berOhrt die Ebene der li^iden Tangenten die doppeltberührende Developpable 
ffiie von der Clause ij ist) Vim^-^ tv,-q\ Geraden, welche durch m gehen, uod den 
beiden Tangenten der Cuitpidaicurve barmoaisch conjugi^rt sind. Diese boideo Ge- 
raden sind die Spuren der Ebenen, velobe in m mit der Knotencurve emen sieben- 
punet^en Contaot haben. 
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Dies vorausgesetzt, ist mit RiiL-ksicIit :itif die letzte Glciehnn^q der Nr. III 
die Classe der Knotrucnrve, das heisst die Ürdauug dei; Developpabl.ea, welche 
TOtt ihmt Tangenten erzeugt T.ird, gleich 

8a— 2;''. 

Gemäss rl«^ia Daalicätsprincip iai daan die Ordnung der doppeltberUhrenden 
Dereloppablen der Cairve {p) gleich 

/>(v-8)-3/f— 2»'. 



CAPITEL V. 

PßOJEÜTIVlöCHE FLÄCHENBÜÖCHEL. 

113. Es sind zwei projectivische FIKchenbuschel bezüglich vi->ter nnd 
fj-tor Ordrtim? i^erfcbeTi; was ist der Ort der Dtirchschuittseurve fif^-ter 
Ordnung zweier entsprechender Flächen? 

Ist X ein beli&higäi' Punct einer Gtirad^ so geht durch x eine Fläche 
des ersten Büschels. Die entsprechende Fläche des zweiten Büschels schnei- 
det t in Vi Faneten j^. Umgekehrt geht durch einen Punct jr' eme Fläche 
des zweiten Bflschels, und die entsprechende Flache des ersten Buscheis 
sehneidet t in vi Fnncten Wir *hahen daher auf t zwei Beihen von 
Pivncten jr, X* w't der l^cz'chung (fj, vo) und die Zahl der znsatnmenfjillen- 
den Puncte ist dalier i-i -p i's. D$r gmichte Ort ist ctUo eme FUidu 
1(1 -j-, u^ytei' Ordnung. 

Oder auch: Eine beliebige Ebene sehneidet die gegebenen Flächen in 
Curven, die zwei projectivische Büschel bilden. Nun ist der Ort der Durch- 
schnittspnncte entsprechender Onrven eine Curve (vi -)- >'s)-ter Ordnung 
also wird der gesuchte Ort von jeder beliebigen Ebene in einer Curve 
(vi + ''2)-ter Ordrtf'T)^? geschnitten. 

Diese Fläche lit iitirch die Corrcn vi^-ter, >>2^-U:v Ordnung, welche 
die üasen der beiden Büschel bilden, weil jeder Punct dieser Curvcn in 
allen Flächen des einen Büschels nnd in einer Fläche des andern liegt. 

Sei 0 ein Punct der Curve (vi*), 8» diejenige Fläche des zweiten Bü- 
schels, die durch o geht, ;Si die entsprechende Fläche des ersten Büschels 
und P die Ebene, welche St in o berührt. Dann schneidet P die in 
einer Curve, welche in 0 einen Doppelpunct hat, und in einer Curve, die 



ÖRAssMAKy, Die Jioliere Projeciivität m der JEben«. (Grelles Jountsl, 
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durch 0 seht. Folglich') ist 0 mdi für die Curve (vi -f- der Durch- 
schtli^tbClll^ e der Flache (vi -j- 1*2) mit di r l.liene P, ein Doppclpunct, das 
hüiast, diese Flätlje wird iti 0 von der Ebene P Iterülu't. 

114. Auf einer Fläche 8 der (vi -|- vs)-ten Ordnung denken wir ans 

eine Ciirvo ci der »j^.teu OrdminiD^ gezogen, wcklie die Basis pines riachcn- 
büscbi.-'» >'i-ter Ordnung bildet, und nehmen zunächst an, e» »ei >i >>i'n. 
Es seien Si, ßi' zwei i'iäeheu dieses Büschels. Da die Fliichi:u Si, S die 
CoTTe ci gemein haben, die auf einer Flache j^i' der vi-ten Ordiiuni^ liegt, 
so schneiden sie eich ausserdem noch in einer Curve viv^-tex Ordnung, die 
auf einer Fläche Si der v^-ten Ordnung liegt 2), die nnr eine sein kann, 
weil zwei Flächen -ter Ordnung keine Curve gemein haben können, deren 
Ordnnngseahl vjVg^ v^^ ist. Ebenso schneiden sicli die Flüchen aS*!*, S, 
da sie beide durch die Curve cj gehen, die auf einer Flüche iSi der >i-tcn 
Ordnung liegt, ausserdem längs einer Curve. der i'iva-ten Ordnung, die auf 
einer völlig bestimmten Flache St' der vs-ten Ordnung liegt. Die Puncte, 
in denen die gemeinschafUiche Curve 09 der Flächen Ss^ S»* die Flächen 
«Si, iSi' trifft, gehören bezüglich zu den Cnrven S1S2, Si'Si''^ das heisst, 
«e liegen sämmtlich auf der "FUche S. Ihre Zahl Svivs^ übersteigt aber 
die Zahl (v, -f- v^)v2'^ der DurchschnUt.spimcte einer Ciirv#» i'-j'^-ter Ordnung 
mit einer Flüche der i'i)-ten Ordnung, inid !i< daher die Curve 

JSiS»* VtillsUiudig aut S und bildet dort die hi.Ao eines EUsck&k >it-ter 
Ordnung. Wir haben somit auf S zwei Carven ci, 02, welche die Basiseur- 
ven zweier Büschel (Sit ^Si', . . . ), (S2, /Sa', . . . ) der i'i-ten und v^-ten 
Ordnnng bilden. Jede Fläche des ersten Büschels schneidet S längs einer 
Curve der viv^-ten Ordnung, darch welche eine ganz bestimmte Fläche des 
«weiten Büschels geht, und lungokelirt, die zweite Fläche individiudisiert die 
erste. Die beiden T^üs-c^ipI ?i!-;d daVtcr f rojeutivisch Und der Ort der Durcli- 
SChnittäcurvui eiiUi^recIieuuer Fladieii ist S. 

E& sei zweitens ^ v^. Eine beliebige Fläche iS'i döi Ordnung >i 
welche dnrch die Curve ci gebt, schneidet 8 längs einer andern Curve 
der Vifi'ten Ordnung, durch welche (20, Anmerhtng) eine unbegrenzte Zahl 
von Flächen v^-ter Ordnung geht. Es sd Si eine derselben, welche dadurch 
bestimmt ist, dass auf der Fläcbe S auifserhalb der Cum ci noch 
XKi^i — beliebige Puncte fixiert sind. Dann schneidet die S in einer 
andern Cnrve r.> der v_.2-ten Ordnung, welche die Basis eines Büschels 
v- t-ir Uidm.ng biidet"). Eine andere fläche /6"i der J'fteu Oidnuitg, die 
öucii dmch ci gebt, sdiueidet S in einer andern Curve der v^j^a-ten Ord- 



1) Jl' Iti: II i'Hij, Nu. 51, b. 

^) Diese Beliauiitung ist eine uumittelbaie Folge der analogen Eigens diait, 
welche {Bialekmg, 44) fttr die Curren besteht, die bei Durchschneiden der Flä- 
chen in Bede durch eine ISbene entstehen. 

«) Man sehe die Bemerkung der lotsten Note, 
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tidiig, w«lelie v\v^ Puncte mit gemein hat, nämlich die Functe, in denen 
Oi von Si getroffen wird; folglich enthält die Flache Si* der v^-ten Ordnung, 
die durch und einen neuen beliebig auf der letzten Curve viv^-iet Ord> 
nting argenommenen Punct geht, diese letztere Curve voIlstKncIig. Auf <1iese 
Weise haben wir wie im ersten Falle auf S zwei Curven t'i, 02, welche die 
Ba&iscxtrven zwöler proj^ctiviscLei' i>ü»chel biliieii, deren entsprechende Flä- 
chen sich in Curven »chneiden, die sänmitlich anf 8 liegen^), 

115. Ee seien wieder cwei prqjectivische FlächenbUschel gegeben, das 
erste von der Ordnung v', das zweite von der Ordnung v— v"<»''. In 
ihnen mögen die Flächen Sv' , Sv" + ''^/-^y» des ersten Büschels — 
Sv" 4-*S\ —v" ist hierbei der Coinplex der beiden Flächen ^S"^", Syi—v'* 
respeciive den Flarhm »?v~v", -'^v — v' -\r Sv'—v" <^es zweiten Büschels 
entsprechen. Als Ort der gemeinschaftlichen Durchschnittacurveii der ent- 
spreehenden Flächen erhält man dann den Complex der Fläche Si/~v" und 
einer zweiten Flache jSy der v.ten Ordnung und kann damit das vorher- 
gehende Theorem auf folgende Weise darstellen: 

Man habe die di el Flächen Sy, Stt'^ Sy", deren erste durch die Burch- 
schnittsourve vV'-tcr Ordnung der beiden andern Flächen geht, und es sei 
y i'', V -J- v" und v' > f". Die Fläche Sy' schneidet Sy ISngs einer 
anderen Curve der v'(v— v").fen Ordnung, die auf einer Fläche iSv—y" liegt, 
weiche vollständig und eindeutig bestimmt ist, weil v— < v* ist. Eenso 
haben Su" und S» eine andere Curve der v'X**— "'Hen Ordnung gemein, die 
auf einer Fläche /iSy^v' liegt, die i^eidifalls eindeutig bestimmt ist, da 
v—v'<:v" ist Nnn schneiden sich S„^v' vind /S^_v" längs einer Curve, 
die auf tSy liegt gemäss dem allgemeinen Theorem (114). Auf diese Weise 
sind nhn, wenn .S\,^ Sy'^ Sy" gegeben sind, die Flächen iSv—j;', Sy~y>' voll- 
F-fi'iidig und nur auf eine Weise individualisiert, und Sy gehört zu demselben 
Büschel, 2U welchem die zusammengesetzten Flächen «SV-f-'-'^v— v', <%" ySn — v" 
gehören. Sind also jetzt nur die Flächen S^,*, Syu gegebcu, so kann «Sy, da 
,,*,Sy^p» genau 

tt(v-v')-f-»(v-v") 

Bedingungen genügen kSnnen, und man, um eine Fläche eines Buscheis fest* 
zulegen, einer neuen Bedingnng gentigen mnss, 

Bedingungen erfüllen. Man hat daher den Satz: 

Soll Sy ^ereh die Curve Sy'Sv" hmdwxihff^enf eo giU das glä^f aU 

eoütc sie dm^ 

XUy) — »(v-v') - »(v-v") - 1 
bdMig gegebene Pmote gehen. 
Oder aneh: 



i) Chaslss, Deux tMorimet ginirm» mr let eovaiee et Jea euffaeee giomi- 
triguea de 1ou$ le» ordrea, (Compte rendu du 28 döcembre 1857). 
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Jede Fläche v^ter Ordmtng^ weiche durch 

htUebige Pwwte der Durehsehnäteourve zweier Flächen »'-ter und v*'.ter Ord- 
nung (f < f' ^- v") gehif enikäXi diese Ourve voüetändig. 
Eine FlSche y-tev Ordnung, die durch 

beliebige Pnncte der Curve (v' v") geht, sofaneidet sie noeh in 

vvV* - tt(v) -j- tt(v -vO + Xl(v-v") + 2 
weitereu Pancteni die dnroh die ersten mit bestimmt sein mflssen, da sie 

»licht beliebig sein köunen, ohne dass die Bleche die Curve vollständ^; ent- 
IjieHe. Alle Flächen also, welche durch die ersten Puncte gehen, enthalten 
auch ilic anderen. Man hat daher den Satz : 

Die vv'f " JMrehscJmiUspimcte (kmr Flikhen von den reapecdven Ordmm- 
ge» Vf. v*, v" mid durdt 

W) - tt(v-v') - ttCf-v") — S 
von ihnen besümmtf vorausgesetzt, dtus die grösste der Zahlen v, v\ y" hldner 
ist als die Summe der beiden andern. 

116. Es sei Jetzt die zusammengesetzte Fläche Sy, -f* Syi i«» mittelst 
awei projecttvischer Flächenbüschel erzeugt, in denen den Flächen Sy,i^ 

Syti-i-Sj^'^ des ersten Büschels die Flächen Sp_yii^ S.^ j,' + 'S'y»^,^« des 

«v"<"Ti der KLilic nach entsprechen, aber es sei jt'lzt i- ^ + ^v". 

Es seien die Flächen aS'^^ Sy>^ 1%» gegebpn. Die Fläche iS^t schneidet 
S,^ in einer Curve der v'i^— tm Ordn'tnt; durch welche zusammen mit 
weiteren Tuncten, die wir auf nehmen, eine Fläche 
'Sy— t," der (v— i^'O-ten Ordnung geht (114). Ebenso schneidet S^>t die 
jSy in einer Curve i>"(v-^v')-tet Ordnung, durch Trelche im Verein mit den 
obigen weiteren Funoten eine Fläche Sy^f^i der (v — i;')-ten Ordnung geht. 
Die beiden Flächen S^_yt^ Sy_y» schneiden sich auf S^y Welche folglich 
zusammen mit S^'-^-Sy^^,» und -f-^v— v" <^eni«elben Bitschel angehört. 
Sind ausser der Curve Ä* lÄ'^,, nach fÜR wnitpren Punctc im Baume ge- 
geben, aber .\ niclit }:;eu,ebi ri. ■<() kann die Fläche tSy^f,*, die durch diese 
Fuuctu gellen uiuss, noch aiKleiu 

jtt(V_K')_tt(V-V'-l''0-l 

Bedingungen genügt;«, uud ebensu 'V;,_j,u nucli andern 

Bedingungen. Also kann Sy auch 

(tt(v-i^')-lT(v--vW')~l] + [tt(v-v'')--tt(''--»''-->''')--l] + l 
Beengungen Genüge leisten. Es folgt also, dass fttr Sy die Bedingung, 
durch die Curve ßy^Sy*» und die weiteren Funote au gehen, so viel gilt als 

tt(»')-»(v-v')-tt(v-v")+2«(»'-v'-i''0+ 1 
Bedingungen. Das Enthalten der Curve Sy'Sy»* entspricht folglich 
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«(>')-«(«' -v')-tt(v~i/'0+»(v— »''-y")= iv'v*'i2»—v' i) 
BediQgimgtQ, 

aUo unter der jOaigm VortmsMbtung eine FläiAe u4er Orämmg 

MkUgp Puncte der Durchnrhnttsenrve »votier Flät^ "''ter, y"-ter Ordnmg, 

so enthält sie dicr-dhe vollständig, 

und man hat folglich cIbii Satz: 

Jede ^'iäche >-iei- Ordnung, velehe durch 

»(v)_tt(v-l*'>-tt<V-»r")+tt(»'~»''-»'"Hl 

heHebige PmeU der Cwve (v'v") gtkt, iriß dieedbe «oe& in andern 

vv'v"-jB(v)-|-«(v-v')4-a(v^t»")-tt(v-v'-^")H-l 

Ihmeten^ die durdk die treten mit heetimmt emd, 
Oder anoh: 

Die wV" Darchsohmttcpuncte dreier Flächen becügiioh ron den Oid- 

nangen sind durch ^ — ^ 1 von Ihnen voIIstSndig be- 

ftUnmt, vorauegesetst, daas die grSsste der Zahlen nicht kleuier ist 

ab die Summe der beiden andern i). 

117. Gegeben swei Flächen v^-Uv und >^-i&v Ordnung. Was ist der 
Ort eines Fnnctea x, dessen Polarebenen in Besag auf jene Flächen sich anf 
einer gegebenen Geraden r schneiden? 

Gehen durch einen Punct t von r die Polarebenen von Xt eo schneiden 
sich umgekehrt die ersten Folarfl'ächen von t in JT (62). Läset man t sidi auf 
r bewogen, so bilden die ersten Polarfiächon zwd proioetivipche Büschel (86) 
bezüglich von der (Vj — l)-teii, {v^ — l)-ten Ordnimg nnd dies^o erzeug™ (113) 
eine Fläche der (fjHh*'^— 2)'tea Ordnung, welche der gesuchte Ort i»t. 

Jeder gemeinachaftiiche Punct dieser PISche und der Duchschnittscurve 
der beiden gegebenen Flächen hat xu Polarebenen die Tangentialebenen der 
beiden Flächen in diesem Puncto und folglich ist die Durchsohnittsgerade 
dieser beiden Elenen die Tangente der Carve im narallchen Puncte. 

Diese Durchschniitsgerade trifft aber die Gerade r, nnd es gibt also so viele 
Durchfichnittspuncte der Fläche (^'i + ^j — 2)-ter Urdiumg mit der Cnive (''j*'.,) 
&L es Taugeuten von (»'^^j) gibt, die von r getroffen werden. 2fehmen wir 
jetzt an, die Curre (v^v^) hätte Doppdpuncte und a Spitzen , das heisst, 
die beiden gegebenen Flächen hatten in ä Pancten eine einfadto nnd in ^ Puncten 
eine stationäre Berührung, so gehöi-en diese Puncte offenbar auch der Fläche 
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(Vj-|~^2'~^^ an, und die Zahl der übci-bleibcndcn Diircliscbnittspuncte bt 

Man hat alsö: 

IJie Tc.nijenten der Durchschnütscurre zweier Flächen v^-Ur, v.yier Ord- 
nung, die ^ emfaciiß und o &laiio'itai'ß Jicrillü'unym haben, büdeu eine Deve- 
lofpable von der Ordttmg 

Auf diese Weise kennen wiv von der Curvo i^i^^) die OiLluuug v 
die Ordnung der oscalierenden Developpablen /> = f ji'jCJ'j + f^^— 2}— 2^—3* 
und die Zahl der stationären Functe ßssa. Die Formeln von Cayi^by (12, 
79) geben nun die Übrigen Charakteristiken: 

a = 2i'j«'/3v, + 3i/j-10)-3(4«>+6*r), 

+(2<? 4-3^7)2 4- 8<?-l-ll<r, 

29= *'i^jj(^i4->a-i5) {^>,(''i + ^3-2)-2(2<J+3<r)-10} 

+8v,v,+(5->+8«f)«H- 20*4-27*. 

Hierin ist h die Zahl der scheinbaren Doiiii^ lj nrii tf Jer Ciirve, die Zahl 
der wirklichen Doppclpuucte, welche c? ist, nicht euigerechnet. 
Das Gti3i,hlechi der Curvc ist 

und iRt prleich Null, wenn die Curve iliro grösste Zahl von Doppelpuncten 
hat^ Folglich entsteht der Satss: 

i>M (p-össtü Zahl dm' Puiu^e, in denm »utei FUicitm s^j»^^', v^Ua- Oi d- 
nmg »eh berührea leimnenj ist 



1) Die Zahl der überbleibenden Durchsclinittspunctc aci 

fi^i (vi + f 2)— f<> -i^<r, 
wo ^ und ij noch au beatimmeode Coeffieleuteii sind. Zu dies«m Zwecke aetse 
man vi = y, vt=sl, dann irird die Fläche (t^t+^'-^S) «i**^ Polarflicbe des 
Punct<>9 er, la dem r eine Ebene P trifft, in Besag a"f eme gegebene Fläche JF*;,, 
J>ie Tiui£;cjaten der Curve Pi^y^ wolebe doroh r getrott'en werden, sind di^euigeu, 
weldie dureh o gehen, also siuss die Zahl 

("i 4- V«— 2)— 9* 
dia Clause der Curve PF^ aaadrtldcen. Diese ist aber gleiob u(i'—l)—ii—Zc and 
folglioh ist f SS 2 und 17 = 8. 
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llä. Die Zahl a der Gernden, die dnroli einen festen Fuuct 0 gehen, 
und jede die 0uroh«chnitteeunre zweier Flächen , Fy^ in zwei Poncten 
ti'effen, kann man anch direct, wie folgt, bestimmen. 

Wie es schon anderswo (77 — 79) gezeigt ist, bilde man für jede der 
bpiden gegebenen Flüdien die Beihe der perspectivischen Flächen F'v^ , F'^^ 
\\n<} die Epifip fler abgeleiteten FIKcben Jf^^- i, ^vj— 1 entsprecTicnd den ver- 
seil itrlcueü VVerthcn eines zrewU^en Doppelverhiiltnisses und zwar unter Bo- 
iiiitxiuig de& Poles 0 und einer wilikiirlicLcu Ebene 1'. Die %o bestimmteu viei- 
Reihen von Flächen sind projectiviseh, wenn man nur als entsprechende Ele< 
mente di^enigen Flächen annimmt, die ein und demselben Werthe des Doppel* 
Verhältnisses entsprechen. 

Die Ordnung und der Indes der Reihen, die dnrch die Flächen ^^'v,, 
^'v.} gebildet wei>den, sind Vj, v^, and also ist ^) der Ort der gemeinschaftiieben 
Corve zweier entsprecliciKler F!;icben dieser Reiben von der 2fjV^-ten Ord- 
nung, In tliföeüi Oite i«t urni f .die Eb«nP P ^J^.2-nlal enthalten. Ot ; t: die 
i-j^ Flachen der ersten lleihe und (iie Flüclieu der zweiten Keihe, welolie 
durch einen beliebigen Punct p von P geben, fallen mit der Ebene P zu- 
sammen, weil alle Flächen jeder Reihe dnrch ein und dieselbe Ourve, 
die in der Ebene P liegt, gehen. Der Punct p gehört daher Flächen der 
ersten und Flächen der zweiten Reihe an, und jede beliebige der letzten 
kann als jeder beliebigen der ersten pnt<»;>reclicnd angenommen werden: also 
ist auch p ein (i'j^'^-ia.c.hes Tunct für dm durch diese beiden lieüiea er- 
zeugten Ort. 

Dieser Ort ist, von der Ebene P abgesehen, aus einer Fläche v^i/^-ter 
Ordnong gebildet, die nichts Anderes ist, als der Kegel K, dessen Scheitel 
in 0 liegt, und dessen Directi-ix die Gurve ("jf^) ist, welche beiden Flächen 
gemein ist;, denn dieser Kegel gebt durch die gemeinsame Carve irgend 
zwei entsprechender Flächen i»! , . Py^- 

In ähnliclier Wei.se cvKri - 'n die beiden Reihen der ,i„ _,, ^„ _i eine 
Fläche S von der Ordnung ('', — — 1). Nun gehört jeder den FEcliea 
1^2 und ^y^— 1 geroeinscbaftliche Tunct auch der cntsprecheudeu Fläche F'^^ 
an, und ebenso jeder den Flächen F^,^ und gemeinschaftliche Punct auch 
der entsprechenden F'^^, und so mnss also jeder Pnnot a', der auf dem Orte 8 
liegt — imd daher in zwei entsprechenden Flächen ^fj,,— i , '^v^-^ — und in 
der Cnrve jFvi -''V2' ^^^^^ ^^^^-^ entsprechenden Flächen F'y^, F''^.^, liegen- 
Der Strahl o«' enthält folglich äussere! in nr eh einen Funct a, der F-^^ und 
Fy^ gemein ist, das heisst, dieser Strahl tritft die Curve F^iFy^ in zwei 
trennten Poncten. Ich sagu getrennt, weil zwei homologe Puncte der Flächen 
FyfF'y nur zusammenfallen, wenn sie in der ersten Folarfläche von 0 in 
Bezug auf F^, liegen; die beiden Pnncte a, 0' fallen daher nur dann zu- 
sammen, wenn Fy^^ Fy^ mit ihrer ersten Folarfläche einen gemeinsamen Punct 



1) Sinleitting, Kr. 83. 
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haben, orlpr auch wegen (1er Willkürlichkeit des Pole« 0 — wenn j^yj und 
Fj,j einen vielfachen Punct geraein haben. 

Halten wü- also fest, dass o ein gans beliebig gegebener Pnnct ist, und 
das Fif^i Fv^ keine gemeinschaftlichen Tielfachen Puncte besitzen, wenn sie 
auch Berflhrungspnncte haben, so sind die v^v^{v^\){y^'-l) Dnrohscbnitts- 
puncte von 8 mit der Curve FvyFy^ zu zwei und zwei mit dem Pole 0 in 
gerader Linie, das beisst, durch 0 g^en 

Sehnen der Garve F^^F^ 

119. Wenn die Flächen F^^, F^^ einen gemeinschafUicben Pnnct a haben, 

der bezüglich Tr^-fach. jr.^-ffich ist, SO ist im Allgemeinen a für die gemein- 
sclüittliolie Durchscbiiitlscui ve beider Flächen r^Jr^-fach. Da nnii der Strahl 
0C( die Fläche F^^ anderswo nur noch in v^— und Fy^ nur noch in ^^—^^ 
Puneten trüR, so werden in « 

Flachen ^ ^ ( mit der ersten Poburflacbe von 0 in Bezug auf F»i zusammen- 
falleu und ebenso 

Flächen §^ _i mit der ersten Polarüäcbe von a in Bezug auf Fy^^ 

Eine beliebige von diesen ^r^-^-l FlSchen i^^-i kann man als corres- 
dondierende Fläche für jede beliebige der ir^— 1 FlSchen ^v,— 1 ansehen, und 
folglich ist a für S em (v^— iX^r^— l)-facher Pnnct und stellt in Folge 
dessen ffjTr^Cn^j— IKtt^— 1) Durchschnittspimcte von S und der Curve FvjFyi 
dar. Die Zahl der Sdmen dieser Curve, welche durch 0 gehen ist also 

Unter derselben Voraussetzung, wie wir sie oben gemacht haben, ist der 
Pnnct a für alle ersten Polarfläohen in Bezug auf jpyj, F^,^ bezüglich {Jt^—iy 

fych. und (jTg— l)-fach (92) und ist also für die Fläche ("j+^j— 2)-tor Ord- 
nung, den Ort der Puncte. deren Pularebene für die gegebr-npn Flächen 
sich anf einer festen Geraden schneiden (107), ein (?rj^4"^2 — 2)-facher Punct. 
Die Tangenten der Curve Fv^F),^ bilden abo in diesem Falle eine Develop- 
pable von der Ordnung 

120. Wir setzen jetzt voraus, dass die beiden Flachen sich in 
zwei Curven schneiden, deren Ordnungszahlen 5'»,^' {^"-[-f'r^v^v^^. nnd 
deren Classen p' sind. Wir bezeichnen dureh ö',<?' die Zahl ihrer 
scbeubareu und wirklichen Doppelpunctuj durch <r, die Zahl ihrer 
stationären Puncte , und durch x die Zahl ihrer scheinbaren Dnrchsohnitts- 
{nmete, das heisst die Zahl der Geraden, die man durch einen beliebigen 
Punct des Raumes so ziehen kann, dass sie beide Curven schneiden. Nun 
haben wir (117, 12); 
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I (ff = 2(« 1-«'+:«). 

and hieraus 

= (»'-«^X", v,-l)^2(a-«')-2(*-*)-3(^--.r'). 
WiY bemerken ferner, dass die Fläche der (Vj-j-y^ — 2)-ten Ordnung, der 
Ort der Puncte, deren Polarebenen in Bezug anf die beiden gegebenen 
Fläehen «oh auf einer gegebenen Geraden r treffen (117), die Curve (^) 
nicht nur in den Puneten schneidet, in denen dieselbe von Geraden berührt 
wird, die durcli r geßchnitten werden, sondern auch in den Puncten, in denen 
die Curve (y) von der Curve (^') geschnitten wird , da jeder solcher Punct 
ein Berflhrungspanct beider Flächen ist Wenn aleo t die Zahl der wk> 
liehen Dnrchschnittapuncte der beiden Gurven ($9)><f') ist, so haben wir: 

( fj + f,— 2) 9» = 2rf+ 8«T, 

und analog 

(»»1 + »'s— =p'-^f^2&-rBv'. 

Folglich auch 

Aus dieser Grleicluuig und einer vorhergehenden erhält man nun: 
und hieraus 

l5Kvi-l)(Vj~l)==2tf+x, 

Mittelst dieser Gleichungen erhält man v' und x, wenn a gegeben ist, 
und, wenn /> bekannt ist, p' und t, wo man entweder die Zahlen «J^, <r, t^', v', 
gfeioh «!et!;e?i miifs oder als bekannt betrachten. Eins der gefundenen 

liesuhute ias.st sieb folgendertnasficn aussprechen: 

Schndden sich zicei Flächen i^-tcr und ^.-ttr Ordnung auf einer Ctm>9 
.Ordtumy, dei'm Tangenten eine Dcvdoppabie p-ter Ordnung bilden f so 
haben <Mc gegebenen Flächen noch eme andre Curve von der Ordnung ^ — Vj ^y-^ 
gemeMf WcA« die erete in 

2)9»-/» 

Funeten ed^ieidet, und die Rüokk^reurve einer Deiodo^aMm von dar Ordnung 

/»• = (Vj + v,-2)(9»-f»')+/» 

iet 1). 

121. Wir wollen voraussetzen, durch die Curve (f») ginge eine dritte 
Fläche (»p. Diese trifft die Curve nicht blos in den obengenannten 
t Functen, sondern noch in andern 

•'jf * = "i^i ^^"1 + "3+ "a-^) + P 

Puncten, die nicht auf der Curve f lii^en; folglich hat man den Satz: 



1) Salxo», Qeomelry ef fAree dtmennoM«« p. 374. 
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Wenn di-ei FMdim ^^'ter, v^-ter^ v^^ter Ordmng «Am Curvt ^ter Ordnung 
gmdn haben f deren Tangenten eine Deedoj^poMe p-ter Ordnung büdent eo 
sehneiden ne eicA in 

Jhmcten, die mtM dieeer Ourve liegen 

Haben die beiden FISchen (v^ einen gemeinschaftlichen Punct «, 
der für die Flächen t}esOg1ich ;r^-fach, Tr^-fach ist und 0*fAdt, «(»'-fach für 
die Cm-ven go da?« al^o c''-!-^''' =• tt^ ist, 90 erhalten wir an Steile 

der obigen Gleichungen (120 1 Kilgciuie anderen: 

p ^(5!,_l)_2(« 4- <J)_3<,-^;(^_1), 

= ^'(5P'-l)-2(«' H- ry)-Sa'~(P'i<P'- 1), 
(>'i+»'8-2)f=/»+«+2<>+3<T+(irjH-ffj— 2)<^, 

«K>',-l)(>',--l)-<^(jr,~l)<ir,-l) = 2»+*, 

W(«l-l)(»ra-l) = 2«'+*, 

Es bat keine Sch-merigkeit die analogen Gleichnngen fSr den Fall auf- 
suBteUen, dass die beiden Fßicben sich länge drei getrennter Onryen echneiden; 
u> s. w. 

122. Es seien drei projectivisehe FlSchenbflschel v^-ter, »^'tQv, v^-tec 

Ordnung gegeben. Die beiden ersten Bflaohel erzengen in der Art wie es 
oben (113) gezeigt ist, eine Fläche (■■^^A-^^-t^r Oidimncr. und in ähnlicher 
Weuse erzeugen das erste und dritte Büschel eine andere riiiciic f-Vg)-ter 
Ordnung. Beide FläcLen golien durch die Curve y^-tev Ordnung, welche die 
Basis des ersten Büschels bildet, sie schneiden sich also ausserdem in einer 
Cnrve der Ordnung + V(*'i"^*'8)~"''i'» ^* folglich den Satz: 

Der Ort der Punete, in denen evA moei entepreakende I^JätAen drdar pro- 
jecHi9i9<^ Büat^el bezüglich von den Ordnmgen v^» edmeiden, ist eine 
Xaumcurve von der {y^f^'^i'gf^-^-i'ji'^ten Ordnung, 

Diese Curve 11^ auf den drei Flächen {»^-^y^UT,(v^+v^'tm,{v^-^v^tec 
Ordnnng, die durch die drei Büschel zu zwd und zwei genommen entstehen. 

Sio hat ausserdem ofToTibar die Kicfenschnft durch die v^'-^rv,, f-'^,^) Pnncte zu 
gelicii, in (lor dir B isis rten < rsrea iJüschels die vo« den beideu andern er» 
jseugte Fläche sclmuidut; u. s. w, 

1 23. Es sind gegeben ein Fl'achenbüschel v-ter Ordnung und auf einer 
g> go] ei en Ebene P drei Puncte a, b, c nicht in gerader Linie. Ist in dn 



Man könuto die all;,'cmoine Frage bebandeln: lü wieviel Puncten Bcbneideu 
sich drei iläcbca (vi), \yi)f (vj)^ wddio eine Curve p) geioein haben« die &t 
die dr« Fl&ohen der Beihe nach di-bidt, drhät, dSHboh ist? 
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gemeinschaftlicher Funct der ersten Polarflächeii von «, i), t in Bezog auf 
irgetirl eine Fläche des Büschels; ao ist m ein Pol dor Ebene P in Bezug 
artf diese Fläche (8T). Nun bilden die ersten Polaiflächen der Puncte ö, 
k, c in Bemg anf die Flächen des Büschels drei neue projectivipchn Bifschpl 
(74> von dpi- Ordnung y— 1, und der Ort (;ines PunoteB m, durch den drei 
entäpärechttnüu riäaheD dieser drei Büschel gelicn ist (122) eine Banmcarve 
der 3(v — l)*-ten Ordnung, Also gilt der Satz: 

D«r Ort der PoU eAaer Ebene m Bc.zwj y /«« Flächen einee Bi^ehds 
v-ter Ordmmg üt eine Baumewrve der d{v~iy-ten Ordmmg. 

Diese Cnrve geht offenbar daixfa die Puncte, in denen die g^bene 
Ebene Flächen des g^ebenen Büschels berührt (4). 

124. Man hat vier projectivische Flächenliil^rhel von den respecliven 
Ordnungszahlen v^, v^, v^. Die drei ersten Büschel erzeugen (122) eine 
Curve der (Vs"^''8*'i'^''i''a)"*®" Ordnung, während das erste und vierte 
Büschel einer Fläche der ^4)-ten Ordnung Entstehung geben (113), 
welche durch die Basisourve des ersten Büschels geht und folglich >'i'(vg~f~>'s) 
Durehschnittspunote mit der Curve hat, welche durch die ersten drei Büschel 
entsteht. Diese Cnrve und die vorgenannte Fläche haben also noch 

("i + ''4XV8+ "1+ V«^" V V 
andere Puncte gemein. Das liefert den Satz: 
Ee gibt 

4 

jPwuUe, durcJi die jedesmal vier mUtprec/t&uk Fladmi von vier jiroJecUtieehen. 
Büscheln von den reepecüven Ordmmgazcihlen v^, v^, v^, hindurchgehen. 

Diese Puncte liegeu auf den sechs Flächen, die durch die gegebenen 
Büschel zu zwei und zwei genommen entstehen tud auch auf den vier Raum- 
cnrven, welche dieselben Büschel zu drei und drei genommen erzeugen. 

195, Tu nimm Plächcnbiischel v-ter Ordnung exi^fleK n wie viel Flächen 
mit einem Doppeipunct Mau nehme beliebig im ÜHumc vier Puncte au, 
dann bilden ihre ei'sten Polarflächen in Bezug auf die Flächen des Büschels 
(74) vier projectivische Büschel (v— l)*ter Ordnung« Hat eine der gegebenen 
Flächen einen Doppelpunct, so gehen durch ihn die ersten Polarflächen jedes 
beliebigen Poles (73), und die Doppelpnncte der gegebenen Flächen sind also 
dteji iiiüf n riiiicto des Raumes, durch welche vier eiitsprcchcnde Flächen der 
genannten vier Büschel gehen. Folglich hat man (124) den Satz: 

Tn dnem FlfüAeifMeeM v-ter Oränung gibt es 4(y— 1)^ Fiäehen mit 

^e}n Doppelpunct. 

Die Polarebcncii eines i'estdi Poles in Bozug auf die Flächen eines 
Buscheis bilden ein dem erätuu prujectivischea Büschul. Ist aber der Pol 
^ Dupjjclpanct einer dieser Flohen, so ist für diese die Polarebene nnbe- 
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stiiiaiii. Jeikr der 4(j'~l)' Doppelpuncte hat (kther dimelb& PoUwdj&iß in 
Bezug auf aih Flächm de» Bü»Mi 



CAPITEL VI. 

PRÜJECTIVIÖCHE FliÄCHENNETZE. 

126. Hat man zwei projectivuche Netz« v^-ter und v^-ter Ordnung, »o 
erzeugt ein beliebiges Bi'sclifl rle? ersten Netzes und das entsprechende 
Büschel des ?:vcitrr! pino FIHcIh' P drr l-v._)-fe)i OrJnuiig. Die Fläohen 
P bilden ein nenos Nftz. Ks suien nämlich a und b zwei beliebige Puncte 
des liaufDCs, dann gehen durch a eine unbegrenzto Zahl von FlÄchen des 
erston I^et£«8, die ein Büschel bilden; die entsprechenden Flachen des zveiten 
Netzes bilden dn anderes Büscbel, nnter dessen Flächen ueh eine findet, 
'welche dnrch « geht. Dnrch « gehen also zwd entsprechende FlSohen JP, JP* 
der beiden Netze, desgleichen dnrch b zwei entsprechende Flachen Qf Q' 
und die Flächen (P, Q). ( P", Q') liestimmm zwei projertivi?c1ie Büschel 
welche eine Fläche erzeugen, üio einzige, weiche gleichzeitig durch a 
Uii"! b geht. 

Es sei Ii, IV ein andere» Paar entsprechender Flärlieii der beiden Netze, 
die nicht zu den obigen Büscheln (P, Q), (P', Q') gehuren. Die BSschel 
{P, Ii), {F, B^f) erzeugen dann eine zweite Fläche P,, fend ähnlich die BOschel 
(Q, B)f (Ctf ^) «ne dritte Fläche P,. Die Flächen Pj, P^ haben die Corve 
PP" der y^v^-ien Ordnung gemein, schneiden sich also noch in einer anderen 
Corve der Ordnung 

Ein beliebiger Punct dieser letzteren Curve gehört der Fläche P, an, 
und ist fo^lieh auch zwei entsprechenden Fläohen 7*, T' der bdden Bttschel 

(Bf P), (Bff P^ gemeii}, und da er .nich auf der Fläclie liegen muss, 
gehbi't er auch zwei entsprechenden Flächen U, U' der Büseliel (J', Q), 
(P. Q') an. Die beidoti Bilschel ((}, R), {T, 17) gehören zu detnselheti Netze, 
und haben folglich eine gemeinschaftliche Fläche 8, der eine andre Fläche iS' 
entspricht, welche den bdden Büscheln {Q'j B'}^ (T', U') gemein ist. Jeder 



>) Es ist klar, sobald in zwei gegebeneu projectirischGU fiüscheln einem be- 
stimmten Elemente des einen ein unbestimmtes Element des andern entsprich^ dass 
dann jedem andern Element des ersten Btschela im zweiten BiOsehel ein festes 

Element entspricht Dieses letato Bfizchel enth&U daher nur ein einziges Element. 

2) In dorn Sinne, dasa die ent<*prechcnden Flächen der b^den Bfischel auch 
entsprechende Flächen der beiden gegebenen I(e4ie sind. 



125-127J 
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genidiii«ftme Punot der Flächen P^, T,, das heisst der Flächen T, T'\ U, ü' 

ist ako ein Basispunct der Büscliel (T, U), (T", ü') und gehört deshalb auch 
den Flachen -S", S' an. aloo auch P^. Die Ciu ve der Oi-flniuig ^^^-l-^j^-fi/jV^^, 
welche zusammen mit ilnr Cin-ve Pf" di-n JHncbbchnitt der Flachen P.,, P,, 
bildet I liegt daher auch auf Pj unci bildet folglich die Basis des Neuus der 
Flächen P. Dieses Netz ist durah die Flächen P^^, P^ bestiniint, die nicht 
zn demselben Netze gehören, weU die Curve PP* nicht auf Pj li^. Wir 
erhalten so den Satz: 

JE;^ FU^tm (Vj'-|-Vj)-<er Ord<unig, u-cHie dw Dw^sehmitt^curven ent- 
&pi'echender Flächen sweier projeetivi^dier Flächennetse v^-ter \md - ,-f< r Ord- 
nung enthalten, bilden ein nenei; N<^f^ und gehm tämmtUch durch iMeselbe ümsm- 
cwve (v^-^l- y^^^'y^y^-iei- Ordnung, 

Zwei Flächen des ersten Netzes sehneiden sich in einer Garve v^'-ter 
Ordnnngj welcher im zweiten Netze eine Corve -v^^-ter Ordnung entspricht *)• 
Zwei solche Garven schneiden sich im Allgemeinen nicht, diejenigen aber, 
welche sich trefFen^ bilden durch ihre Durchschnittspuncte die oberi[^ i ! nte 
Cnrve {}'-^^v^ \'V^^^-i&r Ordnung. Mit andern Worton , diPise Cin vo ist 
der Ort der gemeinschaftlichen Puncte der Basif'cnrven zweier ctitppiechta- 
der Büscbfil; im AUgemetnen jedocli geht durch einen beliebigen Funct des 
Raumes nur ein Paar entsprechender Flächen. 

127. Man habe drei projectivische Flächennetze von dm respectfyen 
Ordnungszahlen v^, v^, v^; was ist dann der Ort eines Fonctes, durch den 
drei snt&prcdiende I lachen gohöu? 

Eis sei < eine beliebige Transversale, t ein beliebiger Funot auf t\ dann 
gehen durch t zwei entsprechende Flächen der beiden ersten Netze, die ent- 
sprechende Fläche des dritten Netzes aber schneidet t in Vg I^mcten i'. 
Nehmen wir umgekehrt auf t einen Punct t', so bilden die Flächen des 
dritten Netze« , welche durch i' gehen, o\n Bäsoh<>l. welchem in den beiden 
ersten Biisclieln zwei projectivische Büschel entÄjuechen, welche (113) eine 
Fläche der {v^-^v^.im. Ordnung erzeugen , and dies& trifiTt t in (t'i+i's) 
Pnneten t. lÄan hat somit den Satz: 

Der Ori der gmeinaehaftliehm Durckgchwitttpunete von dm ent^rechm- 
den FlcuAen dreier prcjeetivieoher FUh^ennetssef deren Ordnungen v^, v^, Hnd^ 
tat eine Fläche der (>'i+>'j+»'3><w» Ordnung. 

Diese VI" dm <^eU 

1. Durch die Basispuncte des ersten Netzes und die analogen Vj', 
V3' Puncto der beiden andern Netze; 

9. Dnrch eine nnbegrenzte Zahl von Kanmcnrven von der Ordnung 
^2^9 'a^i < ^i> welche (122) dnrch je drei entsprechende Büschel der drei 
Netze entstehen; 



1) Indem man zwei Curven enUprechend nennt, irelche aus dem Durchschnitt 
zireier eotsprediender Fllchenpaare entstehen. 
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o, J>ih\1j flif Cufvt,' |- ".,'-' !" ^|''.j)-ter OrdiiUiig, welche «Tttrch die 

beiden ersten Netze erzeugt wiirt (126), und durch die analogen Ciirven der 
C"/"^ V"'"*'«^"'®" (*'3^ + V + *'«*'i^"^®** Ordijuiig. 

128. Was ist der Ort der Pole einer Ebene in Bezug auf die Flächen 
eines Netzes v-ter Ordnung? Sind a, b, r drei Pnnete der gegebenen Ebene 
nicht in gerader Linie (123), so bild> n uie ersten Folarflächen von o, t 
drei projcetivische Netze der (v— l).teii Ordnung und folglich bat man den 

Satz (127): 

Dar Ort der Pola mw Ebene in Misug auf (Uti FiiUJmi, dacs Näi^es v-to* 
Ordnung ist eine Fläeke 3(v ^X)'im Ordwmg. 

Biese Fläche enthält eine nnbegrenste Zahl Ranmcarven ^(y—\)p.\ec 
Ordnung, von denen jede der Ort der Pole der gegebenen Ebene in Bezug 
auf die Flächen eines Bflschels ist, das in dem gegebenen Netze enthalten ist. 

Jeder Pnnct des Ortes, der auf der gegebenen Ebene liegt, ist augen- 
scheinlich (64) ein Berührangspunct zwischen dieser Ebene nnd einer Flache 

des Nefj'Ofi: man hat also den Satz: 

Der Ort der Bcrükninffspuncte zivischen einer Ebene und -^fiy Ob&^ßäeh&» 
emee NeUes >-ier Ordnung isl eine Curve tlei' ^(y —\)-teii. Ordmiug. 

Diese Curve ist die Jacpbima ^) des Netzes, welches durch die Curveu 
entsteht, in denen die Flächen des Netzes von der gegebenen Ebene ge- 
schnitten werden. 

129, Man liat vier projectivische FHichennetze der v^-tcn, v^-icn, v.y\e.r\, 
v^-ten Ox'dnung; was ist dann der Ort der Pnnete. in 'Vielehen sich vier 
6nt£precli&ude l^^lächcu schneiden? Dia beiden etsten Netze erzeugen nach 
und nach mit dem dritten und vierten Netze combiniert (127) zwei Flächen 
von den respectiven Ordnungen f , -h »'s + V "1+ »'2+ "4. Diese beiden Flächen 
Iiaben die Curve der (*'i*+''j*H-»'j»'j)-ten Ordnung gemein, welche von den 
beiden ersten Netzen erzeugt Avhd (126), sie sehneiden sich ausserdem noch 
längs einer Oarve von der Ordnung 

das heisst: 

Der Ort eines Puncte^, diirck toek-ftm vier entsprechende FlaeMn von vier 
pröjeefknschea Netzen lünilurchgehcn , deren Ordnimgemhlm bmiglieh v^t Vj» 
Vjj, süidf ist eiiu Raumcurve von der Ordnung 

Diese Curve enthält offenbar eine unbegrenzte Zahl von Gruppe» aus 

^2^^''4^'^3''4^i + ''4^i''2"f~^i''a^3 Piincten, die durch je vier entsprechende 
BUsehei der vier Netze entstehen (124). 



1) JS»n2«ifutijr, Nr. 95. 
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liio. Wsi8 ist der Orf der Dot pclpuncte der Flächen eiues Neteea i*-ter 
Oi-dauDg? Es seien b, t, ii vier beliebig im Raum, aber nicht m der- 
selben Ebene angenommene Fnncte. Ihre ersten Polarflächen in Bezug auf 
die gegebenen Flachen bildra (74) vier dem gegebenen Netze also auch unter 
sich projeetivische Netze, und der gesuchte Ort ist (125) der Ort der Puncte. 
durch welohe je vier enrsprechende Flächen dieser vier Netze hindurchgehen. 
Polglich hat man (12*1 : 

Der Ort (kr Jj<,iqiri::finctc der Fliy^ißth mm Net&es v-ter Ordnung üt eine 
lUiumcui'Vfi dar (){y — \j^ tcn Orduung, 

Diese Curve enthält unendlich viele Gruppen von je 4(v '-l)* Puncten. 
von denen jede Gruppe' ans den Doppelpnncten ebes Büschels besteht, das 
in dem Netze enthalten ist (135). 

Die Flächen eines Netzes, welche durch den nämlichen beliebigen Fnnct 
gehen, bilden ein BOschol : ist Htm dieser Pnnct ein Doppelpunct für eine 
dieser Flächen, so haben die andren in iiim die nämliclie Tangenüaiebene; 
m(m kuuu also diß obetwwähide Curm ß(v — If-ter Ordnung attch (dt den 
Ort der Fmtete deßniere», in denm^ sieh die Flächen des Netzes beriffaren. 

131. Gegeben Cdut projectivisclie Flächeuaetze, deren Orduungäzuhlen 
bezüglich v^» v^, v^, sind; wieviel Puncte gibt es dann, durch welche 
je ftlnf entsprechende Flächen geben? Combimert man die beiden ersten 
Netze zunächst mit dem dritten, dann mit dem vierten und endlich mit dem 
fünften Netze, so entstehen dadurch (127) drei Flächen, deren Ordnungszahlen 
bpzüirlieh >^ '/^ + '-'s* + "f f +"5 ^ind. lYi^^e Flächen haben die- 
jenige t'urvc (s^j^-j- v^v >.tpv Ordnung jrenriein . \v( Ic'u' (126) den beiden 
ersten Netzen zugehört. Man berechne jel/t die Ordnung der osculierendeu 
Developpablen dieser Cnrve, indem man beachtet, dass sie (126) mit emer 
andern Gurve VjV^-ter Ordnung zusammen den vollständigen Dnrchsohnitt 
zweier Flächen der (J'j4-Vj).ten Ordnung bildet. Diese letzte Ourve ist 
der vollständige Durchschnitt zweier Flächen der i'^-ten und v^-ten Ord- 
nung und bat fnTLlicb (IH) als oscuh'erondc Doveloppable eine Fltiehc vcm 
der J'^v2(Vj -p - -.V-ten Ordnung; die nr lniiiig der osculierendeu iJevclop- 
pablcn der Curve- (fj*-f •'/-f «']''2) '^^^ ^^^"^ (120) gleich 

Dies vorausgeschickt, haben di^enigen drei Fläclieu der bezüglichen 
Ordnungen 

welche gleichzeitig durch die vorgenannte Corve ("1*+ + ^-jf^) gehen 
ausserdem noch (121) 

Rudere gemeinscUaftliche runcte« wir crlialtexi also dcu Satz: 
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JDi« Zahl der Punofe, durch webAe je fünf ent^prec^mde Fläehm von 
fSoif projeßtww^ Netsen bezügiieh von dm Ordnmgmi v^, v^, y^, hm- 
durc^ehm igt: 

Diese Puncto liegen auf den zehn Flächen, welche durch die Netse zu 
drei und drei genommen entstehen (127) und auch auf den fSnf Cnrven, 
welche die Netse ra rier und vier genommen erseugen (129). 

1^2. Was ist der Ort eines Pauctes, wtldier dieselbe Polarfläche Itat 
sowohl in Bezug auf eine gegebene FlSche V|-ter Ordnung alä in Beeng auf 
irgend eine Fläche eines Flächennetzes v^-ter Ordnung? Es sei x ^ be- 
liebiger Punot einer Transversale, X die Polarebene von x in Bezug anf die 
Flache (v^\ der Ort der Pole von ^in Bezug anf die Flächen (v^) ist dann 
(158> eine Flrielie IVter Ordnimg, wclclie die Trunsver^flle in Bfv— 1) 

Piinr.reii ,v' t rillt. Ninnnt. iririti umgekehrt bc-Iir'hig auf der Traiisversale den 
Punct x' an, so bilden (74), die Tolarebenen vun ^' in Bezog auf die Flächen 
(v^ ein Netz (ein EbenenbUndel), das heisst, sie gehen sämmtlich durch den 
nämlichen Punot, und es gibt also unter ihnen >'|—I| welche die Developpable 
berühren (93), Avelche von den Polarebenen der Puncto der Transversale in 
Bezug auf die Fläche (»^ augehttUt wird. Diese v^'—l Ebenen sind die Polar- 
ebenen in Bezug auf flie Flacbe (v^) von ebensovielen Functen m <äer Trans- 
veraale^ man hat abo auch den Satz: 

Der Ort eim$ Puncles, welcher die-nelhc Polarebene in Bezug auf eine 
feste Fläche v^-ter Ordnung hat m/d in Bezug auf eine beliebige Fl/'ic/t« «mes 
Nßtsea f^-ler Orihiung, ist f^if^f. Fliehe d-r (v, -f 3>2- 4)-to?. Ordnung. 

Offenbar geht diese Fläche durcli die Rautncurve d«r «(v^— l)2-ten Ord- 
nung, welche dei' Ort dei* Doppelpuucte der Fiädiea des Netzes ist (130), 
weil jeder Punct dieser Gurve eine unbestimmte Polarebene in Bezug anf 
Jede beliebige Fläche des Netzes besitzt 

Jeder gmeinschaftliche Punct zwischen dem getuadcneii Orte und der 
gegebenen Fläche {y^ ist in Bezug auf diese der Pol der Tangentialebene 
in demselben Puncto. Dieser Punct muss aber b Bezug auf eine Fläche 
des Netzes dieselbe Polarebene haben, folglich ist (64) jeder gemeinschaft- 
liche Punct des Ortes und der festen Fläche ein BerOhrungspunct der letztem 
mit einer Fläche des Netzes. Das liefert den Satz: 

Der Chrt der Berähntoffepuncte mnechen einer festen Häehe Vj-fer Ord- 
nung und den Tlüchen eine^ Ndsfea der v^-ftn Orebwng iet ^ne Raumcurve 
da- >'j(Vj-i-3*'j— 4)-to* Ordnung. 

133. Gegeben ein Flächenbfischel f^-ter Ordnung und ausserdem ein 
Fläehennetz f^-ter Ordnung; was ist dann der Ort dnes Puncfes, in dem 
eine Fläche des Bäscheis eine Fläche des Netzes bertthrt? 



131—134] PirtffeeHvhehe Uneare Ptiehensygttm chriUer Stt^e. 



III 



Der Ort geht durcb die Bariectinre v^^-ter Ordnung des Büschels, weil ^) 
die Flächen (v.^) , die durch einen Punei dieser Cnrve gehen, dn Büschel 
bilden, in dem eine Fläche existiert, welche in diesem Pmu ie cnie der Flaclien 
(i'j) berührt. Aossni dem enthält jede Fläche (vj) eine Curve der »'jCi'j+Sv^— 4)" 
ten Ordnung, welche aus den Pfmcfoii entsteht (132), in denen sie von den 
ilächon (v,,) berührt wird, l'olglich ist dor vollständige Durchschnitt einer 
Fläche (Cjj mit dem ge«uchteu Orte eine Curve von der Ordnung 

und es entsteht daher der Satz: 

Der Ort der PtmeUf in denen eiek die FtHt^en eines BütiAd» Vj-ier Ord- 
nung und die Fläü^en eine» Netzee if^4en Ordnung derüAren, ist eine Fläche 
der (2vj4-3»'j— 4)-<«» Ordamg, 

Ist v2 = Vj = v, und haben ausserdem das Netz und das BüseJiel eine 
Fläche gemein, was zum Beispiel der Fall ist, wenn sie demselben line- 
.areit Sysleuic ang(ihi>reu, so serfällt der Ort in diese Fläche und in eine audei'e 
von der Ordnung; 

Wenn aber eine Fläche des Netses und eine des Büschels sich in einem 
Fonote her 'ihren, so individualisieren ste ein Büschel, dessen Flachen sich 
sammtlich in demselben Puncte berühren, »md die dem linearen Systeme an- 
gehören, weiches durch das gegebene Netz und das gegebene Hiisehel be- 
stimmt wird. Unter diesen Flächen ist nun eine, für welche der BerUhrnngs- 
pnnot em Doppelpunct ist (17, 114 Anmerkung ^))\ also gilt der Sats: 

Der Ort der Berühnmgspimde oder <mch der Doppelpmete der Flächen 
einee linearen Sgete/n» v-ter Ordnung ist eine FUUAe ^v-^iyter Ordnung. 



CAPITEL VIL 

PROJECfTIVISCHE LINEARE FLÄCHEIS SYÖTBJME 

DRITTER 8TUFE. 

134. Man habe zwei lineare projeottvische FUlchensysteme vj-ter und 
v.^"ter Ordnung, und ea seien 1*, P \ Q. Q' ; /i, -R' ; S, S" vier Paar ent- 
sprechender Flächen; die projectiYlächen ÜUischel (i^, Qj, Q,') aus ent- 

1) Haben Mwei FUchenbaseliel einen Buispunct o gemein, so gibt es i minor 
eine Fläche des ersten Büschels , welche in ihm eine Plüeho des ÄWoitM berührt, 
Die 'Xangentiaiebeaen der Iflächen des ersten Büschels in o gehen nämlich durch 
ein und dieselbe Qersde, die Tangente der Basiscurve dieses Bflsdiels in 0, und 
in derselben Weise, ist die Tangente der Baaiseorve des sweiten BOsohels in o die- 
jenige Gerade, durch weldie in diesem Pnnote die Ttalgentialebeneu der Flächen 
(beses zweiten Büschels gehen. Die Ebene der beiden Tangenten berObrt also in 
0 eiae Fläche des ersten BUscbeU und eben«« eiitö des itweiteu. 
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spreciieiiuuii Fiaclitii der beideu Systeme gebildet erzeugen (113) eiae Fläche 
(yj4^j) tcr Ordnung. Eine analoge Fläche wird durch die zwei BOsehel 
(P, S), (F, R') ei-»eugt, und eine dritte von den Büschehi (P, S), (P*, S»). 
Die«e drei Flächen {v^-\-v^tKt Ordnung haben diejenige Curve v^v^-t6T Ord- 
nung gemein, welche den Durclisehnltt der Flächen (P*, P) bildet und 
schneiden sich also (121) noch in ("^^ •}- OC^^^ f i'^,^) andtn-n Tuncten. Ein 
beliebiger Punct X von diesen liegt auf gewissen Flächen , ff ^ . 'S", , \vi k he 
bezüglich den Büsclieln {F, Q), {2\ Ii), (P, *S') angchÖrOQ, und auch den ent- 
spicchenduu Flächen Q'^j , M'^ , , welche beznglich den Flächenbüscheln 
(P*, Q% (P, R), (P*, S*) angdioren. Der Punct je ist also ein gemeinsamer 
Basispnnct der Büschel ( Qq * ) > ( ^ '> ^'o )' ^^'^ diesen Büscheln hat 
das erste mit dem Busche! (Q, JR) eine Fläche gemein, und das »weite eine 
Fläche mit dem Büschel {Q'f R'), und diese beiden Flächen sind entsprechend. 
"Der Pnnct t liec^t daher auch auf der Fllichf, wclchp durch die projeciivi- 
schen Büschel {Q, R), {Q', R') entsteht; alßu gilt uer Satz: 

llaf man - rrei projcctivische lineare h'lächmsysiem:: v^-ter mid v^-ter Ord- 
7iung, w gfihm die Flächen (^y^-^f^yier Ordtimg, wd<^ dur<A je sneei BmcJid 
erzeugt toerden die au» ent^rwAenden Flädim heider Syeteme besteheUf eänmt- 
Uth durch die nämlichen 

Ptmete, 

Diese Puncto sind tlieionigcn, durch welche eine unbegrenzte Zahl von 
t lit-^I VLchi iiden Fiachenbüschcln hindiu'chgtih^ , oder m i&t auch jeder von 
ihnen ein gemeinschaftlicher Basispnnct zweier entsprechender Netze. 

135. Wie virl Puncto '/ihf et*, welcho in Bezug auf zwei F!;ichen v^-ter 
und »'g-ter Ordnung dieselbe i'ohu-t'beiie besitzen? Die ersten i'oiartlär'icn 
aller Puucte des Baumeä in Bezug auf die eine und die audere der beiden 
gegebenen Flächen bilden (88) zwei projectivisehe lineai'C Systeme der i^'^—i)- 
ten, (Vg— ])-ten Ordnung. Hat ein Punct o iiir beide Flächen dieselbe Fo- 
larebene, so müssen die ersten Folardiichen aller Puncto der Ebene durch o 
gehen, das heisst in ist ein gemeinschaftlicher Baslspunct zweier entsprechen- 
der Netjse der beiden Systeme, Folglich ist (134) der Satz bewiesen: 

Di" Zahl der Puncle, welche in Bezug mm Fiächen v^-ter md v^'ter 
(Jrdnmg dieadi& Folarehene besitzen, ist: 

Den Couiplex dieser Puncto kann man die Jaoabima dßr bmkn geg^&wn 
Fictc^ nennen. 

Ist s=: 1», so findet man (126) die Zahl der Doppelpnncte eines 

Flachenbüschels v-ter Ordnung; folglich bilden die 4(v— 1}* Doppelpnnote 
eines Büschels die Jacobima zweier beliebiger Flächen des Büsehels. 

Ist = *'i ^ ^^ ^'^ finden wir (87) die (^' — Vf Pole einer gegebenen 
Ebene in Bezug auf eine gegebene Fiäciie v-tcr Ordnung -wieder, das heisstt 
Die (v— Fole uner Ml/eae m Btöug aii/" dne Flüche y-ter Ordmag 
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«idka die Jacobiana swem' Fläohm dar, nänüieh der gegebenen Ebern mui 
der FmäamewUHflSithe, 

136. Es seien di-ei lineare projeetivische Flächensj-slcriK; gegcld ri, d.>:i en 
Orduuugszahlen bezflglich v^» v^, sind. £ia beiiebiges XeU deä eibtcn 
System« erzeugt in Gemeinschaft mit den entaprechenden Netzen der andern 
beiden Systeme (127) eine Fläche P der (Vj+v^+p^-ten Ordnung.. Die ao 
entstandenen FUlcben F bilden ein neuea lineares System. In der That, sind 
fl, b, t drei beliebig im Kaume angenommene Pancte, so bilden die Flächen 
des ersten Systems, welche durch a gehen, ein Netz; im entsprpchenden 
Netze des xvvoiten Systems gibt es ein Büschel von Flächun, die durch tt 
gelien, welchen iin dritten J^etze ein Büscliiil eutspridit, von dein eine Fläche 
durch a geht. Es ^bt also drei entsprechende Flachen P,P ',P", die durch 
0 gehen, ebenso drei Flächöi Q, Q', durch b und drei andere R, K, R", 
die durch t gehen. Diese Flächen individualisieren drei projeetivische M^etze 
(P, QfS), {P't Q*,lP)i (P", Ü", Ji"l und diese erzeugen eine Fläche P, die 
dnzige, welche durch ff, b, f geht. 

Es s. ii ii S,S\iSt' ein anderes Tripel correspoidiereiuler FlÜchon der 
dtei Systeme, w&lche bezüglich nicht zu den drei vorgedachteu Netzen ge- 
hören; dann erzengen die Netze (P, Q^S), (P', Q'^S*), (P", Q'\.S") eine an- 
dere Fläche P„ die Netze (P,J?,Ä), iP',If,S% (P",B",S") ebenso eme 
dritte Fläche P,, und endüch die Netze (Q\M',S'), {Q!',R\S') 

eme vierte Fläche P3. 

Die beiden Flüchen P, Pj gehen durcii die Cnrve von der Ordnung 
VjjVg-t- V, l-f^i'^, welclie (122) von äv'n nxvl proi.M. tiviicIion Büscheln (P, Q), 
(P, Q'J, (P', Q") erzeugt wird, sie schneiden sich also noch in einer andern 
Curve der Ordnung: 

^df—^''^"» + "nh-^ — + ''ih ' Vi Vi • 
Ein beliebiger Funct x dieser letzteren Curve ist, da er der Bäche P 
angehört, drei correspondierenden Flächen A, Ä', A" der drei Netze (P, Q, R), 
(P, Qf, Rf)f (P\ Q", B") gemein, und weil er auch P, angehört, ist derselbe 

Punct auch auf drei entsprechenden Flächen B, B', D" der drei Nptz<^ (P, Q, >§), 
(P, Q', S'), {P% Q". irelp^pn. Das Nc iz (P, Q, S) und das Büschel (Ä, B) 
gehören demselben liuc iien .Systeme an und haben folglich eine Fläche C 
gemein. Dieser entspricht im zweiten Systeme eine Fläche welche dem 
Netze {PfR'i*S') und dem Büschel {A',B') gemein ist, und im dritten 
Systeme eme Fläche C", die dem Netze (P', iZ", iSf") und dem Bfischel 
{A"i B") angehört Der Punct x ist also ein gemeinsamer Basispunet der 
Büschel (A, S\ (A', B% (A'*, B") und ist deshalb anch den Flächen C, O, 0" 
gemdnsohafinch. Dies shid aber drei entsprechende Fritbon Jcr '^yr' nro- 
jectivischen Netze {P,M,^), {P\B',jS'), {P",R".S"), das h.isst, je ist uin 
Punct der Fläche P^,. In analoger Weise zeigt man^ dass der nämliche Punct 
auch auf der Fläche P3 Uegt. Wir haben daher den Satz: 

Der Ort eine» Punctee, dunA welchen eine unbegrenzte Zahl von li-^tdn, 
CantOMA, Obnflifibni. o 



114 



Zweiter TkeU, 



[Cip. VII. 



entsprecAender JF^äaken dreier gegehenei- projecHvieclm Unearer SyeteiM von 
dm rcupertivm Ordmmgen f^, v^i hmdureAgehen, iei eine Raumeurve von 

der ürdnwig 

Diese Curve kann am ii als Ort der gemcinschaftlichin Basisptmcte dreier 
entsprechender Büschel, oder als Ort der Durchschnittspuncte zwischen <Iea 
entoprechenden Cnrven der Ordnungen y^, definiert werden. Sie 
liegt anf allen Flächen (>'i+>'a~i~ V'^^ Ordnung, die ein lineares System 
bilden, von denen jede dnrch drei entspi'echende Netze der drei Systeme ev- 
seugt wird. 

187. Was ist der Ort eines Panotes X) dessen Folarebenen in Bezng 
anf drei gegebene Flächen der i^j-ten, v^-ten, "j-ten Ordnung dnrch dieselbe 
Gerade x geben? 

Die ersten Polarflüchcn der Pnncte des Baumes in Bezug auf die ge- 
gebenen Flächen bilden drei projectivisehe lineare Systeme von den betreffen- 
den Ordniings?7,.')hlpn v,— 1, — 1, v,, — 1. Nach der gemachten Voraussetzung 
hl X t^er Durchschnittspiinet der ersten Jt'oiarlliieheQ jedes Punctes von x, also ein 
FuQCt| durch den eine unbegrenzte Zahl von Tripeln entsprechender Flachen 
der drei obengenannten projectivischen Systeme hindurchgehen, folglich Ist 
(136) der gesuchte Ort eine Raumeurve von der Ordnung 

(Vi-l)»+(Vs,-l)S+(v,-l)«+ (^^-1Xp,-1), 

{^-l)(v,-l) 

welcher wir den Namen Jaeobiana der drei gegebenen Flachen beilegen. Wir 
haben also den Satz: 

Die Jacoüana dreier Flächen der v^^ten, v^-ten, v^-ten Ordnimg , dm keieet 
der Ort eines PuncteSf deeeen Poleirehenen m Bezug auf die gegdtenen Fläe^en 
durch dieeelbe Oerade gdun^ ist eine Raumeurve mit der Ordmmgemhli 

»i« + "j« H- V + Vi + »'s"! + "1 •'«-^(''i + »'s H- V +6« 
Offenbar geht diese Curve dnrch die Berührungspuncte der gegebenen 

Flächen xmü durch ihre Doppelpuncte, wenn solche existieren. 

Dieselbe Curve geht auch dnrch die Pnncte, welche in Besug auf zwei 

der gegebenen Flächen dieselbe Polarebene haben; das heisst: 

Die Jaeobiana dreier Flüchm geht mt(h durtJt die Jacobianen deredben 
^äehm 

Ist Vg = i'j, so mtiss die i'olarebene des Punctes x in Bezug anf die 
Fläche (^j) durch die Gerade gehen, iu d&r sich die Folarebenen des näm- 
lichen Punctes in Bezug auf die Flächen des BUsohels schneiden, das durch 
die beiden gegebenen Flächen der c^-ten Ordnung bestimmt wird, und fällt 
daher mit der Polarebene von jr in Bezug anf eine Fläche des Büschels zusammen. 
Man hat folglich den Satz: 
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Der Ort eines Fundes, welcfter in Bezug auf eine feste Flächi' v^'* r Ovtf- 
nwif/ iiv.'l in P'f-v'j auf irfiemd einr Fläche eines BüscJidi i>^4er OrdnMog 
dieselbe Folarebmc /«rf, ist dm Ilmmcurve von der Ordnung: 

welche durch die Dcppt^puncte de» Büackeis geht. 

Die Punete, in denen diese Cunre die feste Fläche trifft, sind offenbar 
diejenigen Puncte, in denen letztere Fläche von irgend einer fläche des 

Bäschclf! berührt wird; man Imt also den Satz: 

JOie Zahl der Mächen eine» Bitechel >^-ter Ordnung, lodeke eine /e»te 
Fläche v^'ter Ordnung leri&rm, i»t: 

Ist >, — >2 —y^~v^ SÜ beötinjinen die drei gegebenen Fläclien ein Netz, 
und die Polai ebeneu des Functes x in Bezog ant' die Flächen dieses Netae« 
gehen durch die nämliche Gerade. Wir kommen so auf ein schon frtther 
(130) bewiesenes Theorem snrfick nnd haben daher den Satz: 

Der Ort der Puncte f deren Folarebeaen in Bezug a^f die FUbAen eine» 
Netzes durch dieselbe Cici^ad^'. (feJim, oder <mck der Ort der Doppdpuncte der 
Flüchen diese» Netees, oder endlidi der Ort der BenlJirunffspuncte zm»tihen 
dm FiäiAen de»»elben Netae» iet «tn« Mammirve 6(y — l)'^-ler Ordnung. 

Dieser Citrve Icönnen wir den Namen Jacohiana des Netzes jrcbon. 

Ist ciin; V Hl dun Flächen pitip Ebene, so fällt die Polarebeue in Bezug 
auf sie mit ihr stlbst zusammen, uml man erhält so den Satz: 

Der Ort eines F'mictUf dessen Foiarebmm in Bezug a2(/* zwei g^ebeae 
Flächen i'^-ter, v^ter Ordnmg sieh läng» einer Oeraden schneiden, die in einer 
feeten Eime Hegt, i»t eine lUamcurve von der Ordnmg 

iBt y^sy^ = v, 80 fällt man auf ein schon früher (123) bewiesenes 
Theorem cartidc, man hat also den Bat«:: 

Die Cttrve der B(v ~l)^'ten Ordmmgj Ori der Pole ^ner gegebenen Ebene 

in Bezug auf die F^ßc^en erh'» hihrhda v-ler Ordnung, ist die Jacohiana der 
drei Flüchen, von denen die vim die gegebene Eimie umi die bmim amlerti 
zwei heU^ige Fladiev. des Bmcheh. 

Wii"d Cjj^J'j^lf ^i = *'> Sü gellt die Polarebene von % iu Bezug auf 
die Fläche v-ter Ordnung durch eine feste Gerade, den Barchsehnitt swei 
gegebener Ebenen; folglich hat man (86): 

Die öurve der (v— l)^«n Ordnung, Ort der PmuAe, derm Polarebenm in 
Bezug auf eine gegebene Fläche v-tetr Ordnung durch eine gegebene Gerade 
gehm^ ist die Jacobiana folgm^ drei FläcJten: der Fh-vdamentalfläche und 
moei bdiebiger Ebenen, ieelche durch die gegebene Gerade gthen, 

8* 
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ISS. Indem wir vier lineare piojeetivische Systeme von den resp. Ord- 
nungen Vj, y^, '3. tia gegeben annehmen, eachen wir den Ort der Punote, 
durch irdclie je vier entsprechende Flächen hindurchgehen. 

Auf einer beliebigen Transversale nehme man einen beliebigen Funoi i 
an, durch den drei entsprechende Flachen der drei ersten Systcnac hindurch- 
gehen; clie entsprechende Fläche des vierten Systems schneidet dann die 
Transversalp in Puncten i'. Nimmt m^y} umgekehrt auf der Transversale 
beliebig einen Punct i' an, so bilden die Flächen des vierten Systems, welche 
durch t' gehen, ein Hetz, und' die drei entsprechenden Netze in den andein 
Systemen erzeugen (127) eine Fläche (i^i+^a + ^|)-ter Ordnung, welche die 
Transversale in ebensovielen Puncten i trifft. Man erhält somit das Theorem : 

Der Ort eme$ Punctes, durch todchen vier entsprechende Flächen von vier 
Unearen projedwiedum Syetmen von dm reap. Ordnungm v^, v^, v^, Awt- 
duriAgdun, ist eine Fläche von der Ordmmg ''i+^g+^g+V 

Diese Fläche enthält offenbar die unbegrenzte Zahl von Curven, die 

durch je vier entsprechende Netze der vier Systeme entst^-heTi (15^), und 
ebenso unendlich viclr aiHlrro Curven, die clurcli je di'ci der gegebeneu 

Öjslomt- entsrehen (J2ü); u. w. 

lo^t. Man icat vier Fi'ichen bezfigh'ch von der Ordnung v^t v^, v^; 
was i&t dann der Ort eines Punctes jr, dessen Polarebenen in Besug auf 
jene Flächen durch den nämlichen Punct x* gehen? 

Die eisten Falaräächen von je' geben durch nnd andererseits bilden 
die ersten Polarflächen der Puucte des Baumes in Bezug anf die vier gege- 
benen Flächen vier lineare projectivische Systeme bezfiglioh von den Ord- 
nungen Vj— 1> v^—l* "4'!' folglich erhält man (138) den Satz: 

Der Ort eines Punctes, dsseen Polareöenen in Bezug auf vier gegebene 
Flächen von dm Ordnungen v^^, dur^ denselben Pumet gehen, ist 

eine Fläche mit der Ordaungsgäkl: 

Diese FlSeke, der wir den Namen Jacoliana der vier gegebenen 
Flüchen geben, gellt offenbar durch die Doppdpunete dieser Flächen und 
durch die JacoUanen der nämliciien Flüchen zu drei und drei oder zu zwei 
und z^cei genomwen. 

Ist so erhalten wir eine Fläche der [v^ -f- 4" 2(Vg —2)l-ten Ord- 

nung, Ort eines Puncius^ dessen Pülarebcne in Bezug auf zwei Flächen der 
Ordnungen y^, nnd in Bezug auf alle Flächen eines Büschels V3>ter Ord- 
nung durch denselben Punct gehen. Ist x ein gemeinschaftlicher Funet des 
Ortes und der Curve i^i^g-ter Ordnung, Durchschnitt der beiden gegebenen 
Flächen, so bestimmen die Tangente dieser Curve in % und die Gerade, 
dnrch welche die Polareheiien von r in Beznij auf die Fl;"clicn de? Bn^chels 
gt lipii, eine Ebene, die in x eine Fluche des Büschels berührt^ also Iiat nuui 
den Satz: 
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Jn einem Fiächmbüechei v^-ter Ordnung gibt e» 

I^dkeUf toelche tUe Zhn^chmUseurve mder Flä<Aen v^-ier md v^-tar Ord' 
nmg berühren» 

Es sex f^ = j'g=sx,^. Diiim fo!gt, dasp ('ie Polarcbcne von jr in Bezug 
auf die FlHche (v^) durch den Funct gßlit, in \yelchem die Pf>larebene des- 
selben Puncte« m Bezug auf alle Fläokeu des Nettes, das durch die drei 
gegebenen Flächen f^-ier Ordnung gebildet wird, zusaimnenUufen, und ebenso 
jene Ebene auch die Polarebene von x in Bezug auf irgend eine Fläche des 
Netzes sein ranss. Wir erhalten so ein schon bewiesenes Theorem (132) 
wieder and damit den Satz: 

Die Fläche (y^-^Zy^—4)-ter Ordnusig, Ort der Pmcfe, todche m Besug 

auf eine fesU. Fläche v^-ter Ordnung und auf irgend eiw FläcJie eines Nelzes 
v^-tcr Ordnung diemlbe Polarerem btsitzm, ist die Jacohiana folgender vier 
FläaJtm: d&r gcgebmen Fläc/te Lhdtmtg md drd tteäeifig&' FläcMn 

dee Ne^, die aher hean Büschel hüden dürfen. 

I&t v^=Vg = v^ = »'j = v, 80 bestimmen die vier gegebenen Flächen 
ein lineares Systc^m, und durch gebt also die Polarebene von jr in Bezog 
auf eine beliebige Fläche des Systems (74); das liefert den Satz: 

Der Ort eine» Punete», deeeea Polardme «n B«sug cntf die F7äd^ emea 
Imearen Syetem» v^ter Ordnung durch deneelben Punct g^en, i»t eine FUttAe 
der 4()» — l)4en Ordnung, 

Die PlEche, Jacobiana von vier beliebigen Flaeben des System», die 
also kein Netz bilden, kann iuich als Ort der Doppelpuncle der Flächen doa 
Systems detiuiert werden oder als Ort der Büruhrungspuncte iswischeii diesen 
Flächen. 

Wir legen dieser Fläche den Namen JaeoHana dee Unearen Syetme bei. 
Ist v^ssl, 80 erhalten wir den Satz: 

Der Ort eine» Functe», deeaen FoUtrdfenen in Beaug mf drei Flächen 
der Pj-teUf v^-teUf vg-ien Ordnung »ich auf einer fetten Ebene echnäden, i*t 
eine Fläche der (''i-H>'j+*'s— Ordnung. 

Ist ansserdem ^'^^''s — "ji^"» so tre£Pen wir auf ein schon bewiesenes 
Theorem (12S); daher der Satz: 

Die Fläche der ^iv—D-ten Ordnung, Ort der Pole emer Ebene m Bmy 
auf die Flädien ekte» Netae» vier Ordnung ^ ist die Jacobiana t>on folgenden 
vier Flächen: der gegebenen Ebene und drei bdtebiger Flachen de» Netae», 
die aber kein Bü»<^ bilden. 

Wenn v.. = 1 igt, finden wir tin anderes bekanntes Theorem (117) 
und erhalten so: 

Die Flüche der (>'j -H Ordnv if/. Ort (dtieJi Punctes , dessen Po- 

lard>en&i in Jimtu/ auf zwei FUid^ äe>- "j-te«, v^-tm ürdmng sidi auf 



118 



Zweiter Theü. 



[c»p. vn. 



mer gegebenen (Jeradeii Schmiden, ist die. Jacobiana von folg&id&i vier Flüdimf 
der beiden gegebenen Ftächen imd mtoei beliebiger Ebenen, welche dur^ die gege- 
bene Gerade g^en. 

Nimmt man Auuerdem v^t=v^ = y «n, so trifft die gegebene Gerade 
jene Gerade, in nr elcher aicb die Polarebenen des Punctes x in Besag anf 
die FlKchen des Büscliels schneiden, welches durch die beiden gegebenen 
Flächen f-ter Oi"3nung bestimmt ist, und die beiden Geracli n liegen daher 
in einer Ebene, ^velche die Polarebene von X in Bezug auf eine Fläche des 
Büschels ist; daher der Bat;;: 

JDer Ort einfs Pmnies, dessen Polarebem in Bezug avf e^ie Fiä>he f???".? 
JSüecheh V'ter Ordmm>/ durdi 0me gegebeim Gm'ode geJii, ist eine Fläche der 
2(y — l}mtm Ordamtg, Sie ist die Jacobiana folgender vier Flächen: sncei be- 
liebiger Flächen des Biiediela und mod beliebiger Ebenen, leeldte durch die ge- 
gebene Gerade gehen. 

Endlich erhalten wir unter der Bediiagung »'g = = »'^ = 1» = f das 
Theorem (62) wieder, dass nämlich der Ort eines Punctes, dessen Polarehene 
in Bezug auf «ine Fläche >'*ter Ordnung durch einen festen Panct geht, eine 
Fläche der (f— l)-ten Ordnung ist, die erste PoUcfläche des festen Punctes. 
Man hat daher den Ba.tt: 

I>ie erste Polmßäc^ mm gegclenfn Pimdes ist die Jacobiana /(^ender 
viel' Flüchen: dci' Fnndcanentatßäche und drei beliebiger Ebmm, die durch den 
g^eben&i JPunci gek^ 

140. Was ist der Ort einee Punctes, in welchem sich je fUnf entsprechende 
Flächen von fiinf gegebenen projectivischcn linearen Systemen von den respec- 

tiven Ordnungen v^, u^, 8chne:«1enV 

Die drei ersten Systeme mit dem vieiteu Systeme uiid dann mit dem 
tünitun combinlert erzengen (182) swei Flächen von den Ordnungm 

Sie haben die Curve von der Ordnung 

gemein, welche durch die ersten drei Systeme erzeugt wird (186), und schneL 
den sich also ausserdem noch längs einer Curve von der Ordnung 

Wir erhalten daher den Satz: 

Der Ort emee Punctes , durcfi dm ßtnf entsprechende Flächen von ßkif 
linearen proJecHvis(Aen Systemen von den resp. Ordnungen Vj, Vp v^, u^, 
hindurchgehen, ist eine Raumeurve von der Ordnung 

Natürlich liegt diese Cui ve auf den fünf Flächen, die durch die fünf System^ 
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zu vier und viev genoromcn entstehen (ISS) nod enthält eine unbegrenzte 
Zahl von Gruppen aus je 

Piinctei), von clcnun jede durch fünf cnUprecheade Netze der t'Unt' gegebenen 
Sjsteine entsteht (125). 

141. Hut man lüiif Flächen bezüglich von den Ordnungen "^t "j» "j» "4« "j* 
so bilden die ersten Polarflacben der Puncte des Baumes in Bezug auf jene 
Flächen fünf lineare projectivische Systeme von den Ordnimgen "i^h ^2 — ^* 
^^—h V4— 1* "5—1; Man hat also den Satz (1.84): 

Der Ort ehm J^mteSy deseen erste Folarßä<Aen w» B«tttg <mf ßktf ge- 
gebene Flächen von den Orchunyen v^, v^^» v^, durch dmsdbm Fmet gehen^ 
iit eine Mcamcurve tfon der Ordmiwj 

*'i''»+*'i''a+- • •+ w-^iy^-^^i-^' "js^ + 

Diese Banmcurve, die Jacobiana der ßtnf (jeyehenew Flächen, liegt offen» 
bar anf den Jacobi&nen der gegebenen Flächen zu vier ninl vier genoannen. 

Ist v=ji, = y^i^v =v,. .si. ( ibai; man eine Ciirve von der 10(1' — 1)^ 
ten Ordnung, den Ort der Puucte, deren Polurebeneii in Bezug auf die Fläche» 
eines Imearen Systems vierier Stufe und v-ier Ordnung durch den nämlichen 
Punct gehen. Diese Curre kann man die Jacobiana dee linearen Sy»t«m» 
nennen. 

Ist Vg^l, so erhält man eine Curve von der Ordnung 

Ort eines Punctes, dessen Polarebenen in Bezug anf vier gegebene FHichen 
anf einer gegebenen Ebene zusamnienlauft n. Sind sie alle von derselben Ord- 
nung f, 80 tindet man, dnss der Ort eines Punctes, dessen PolarGbent* in Bezug 
auf die Flächen eines lineareu Sybltuis dritter Stufe und >-ier Ordnung in einen 
Fiuict einer fesiea Ebene zusantmeulaufen, eine Ranmeui've der 6(y — l)'-ten 
Ordnung ist. 

Für v^ssVgSsi erhält man den Ort eines Punctes, dessen Polarebenen 
in Bezug auf drei Flächen sich anf einer gegebenen Geraden treiben. Sind 
die drei Flächen von der nämirchen Ordnung so ist der Ort eine Curve 

der 3(v— l)2-tcn Ordnung, 

Wäre J'g= ^4 = ~ ' . so erhielte ninn den Orr eii.es Punctes, dessen 
Polarebenen in Bezug aui" üiwei gegebene Fläcliun durcb einen festen Punct 
gehen, das heisst, wir erhalten den Satz: 

Die Curve der (y^—l)iy^—\)-tm Orthung, Ditrehechstüt der ereten Folar- 
ßäeken einee gegebenen Fttnctea in Betsug auf mm gegelme Flächeit, v^-ter tmd 
\^er Ordnung y iet die Jaaobicma folgender fünf Fl&^en: der beiden gegebenen 
tmd drei beliebiger jS&«nm, utel^e dur<A den gegebenen Punct g^en. 

142. Man hat sechs lineare projectivische Systeme von den betretenden 
Ordnungen v^, v^, v^, u^, v.^, Vg-, man .suclit die Zahl der Puncte, in denen 
sieh je sechs entsprechende Flächen schneiden. 
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Die drei ersten Systeme mit dem vierten, dem fünften xmä endüch mit 
dem eeohsten corabiniert erzeugen (138) drei Flächen von den OrdnuQg&n 

»'i+»',+»'»+»'4' >'i+»'«H-''«+''e» 
welche die Cnrve der Ordnung 

gemein haben, die durch die drei ersten ^iysteme erzeugt -^vird fl3<>^. Diese Curve 
gehört zwei Fläclieii uor (v^'{-p^-ir i'^htcii Urdnung an, diu sicli also ausser- 
dem noch in einer Ciu ve der Orduuüg i'|^8+^3*'j*4'''i*'a ßchueiden, die ihrer- 
seits im Verein mit einer dritten Curve f^'-ter Ordnung den vollständigen 
Durchschnitt zweier Flächen der (v^+Vjp-ten und (fj -f >'j)-ten Ordnung bildet* 
Die Ordnung der osculieronden Developpablen (117) der Gurre (y^) ist 

/> = 2Vj8(Vi-l), 

und folglich (120) ist die Ordnung der oscnlierenden Developpablen der Curve 

P' = U^i + + (Vi + + Vi + 'Y^~h^]-^P 

Iliir iuf^ s liiiefist man (120), dass die oscuUerende Deveioppable dw 
Curve der Ordnung 

von der Ordnung 

ist, und folglich haben die drei Flächen von den Ordnungen 

ausser der vorgenannten Curve noch (121) 

("1 -4- ",+ >', + »'4)(«'i+«'g+ VgXi'iH- f 

gemein&chaiuiciie Funote, und wir erhalten ako den Satz: 



143— H4] Projectütkche Imeare Flächetui^Meme belkbi^r Siu/e. 
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Dk Zahl der Pimcte des Raumes t dmrak vfel^e Je sechs eniapreokende 
Fläehen von secJis projectwitehen Unearm Sygtmm von den Orämmgen y^i 
. . hmdur<Agekenf iet 

143. Attcli hier lutim man als Anwendang diecieB Satsea die Jaeobiana 
von secke gegebenen FlÜc^ betrachten, die ans den 

Pimcten besteht, vou denen jeder die Eigeoschaft liat, dass seine i'olarebeoen 
in Besug auf die lechs gegebenen Flächen der Ordnungen v^, v^* " * ' ^6 
den nämlichen Fnnct gehen. Hierin ist als Specialfall die Zahl der Pnnote 
enthalten, deren Polarebenen in Bezng auf je fttnf , vier und drei der gege- 
benen Flachen sldi be^Qglleh auf einer gegebenen Ebene, einer gegebenen 
Geraden und in einem gegebenen Fnncte treffen. Znm Beispiel findet man 
den Sats: 

Die (»*,— iKi'j — IX^a — .1) gemeinechi^dickm FimcU der ersten Folarßädtm 
emee Hmctee m Bexug auf drei gegebene Flä<^en bilden die Jaeobiana fol* 
gender eeehe FUU^en: der drei gegebenen md dreier Ebatenf die dunA den 
gegebenen Ftmet gehen. 



GAPITEL Vm. 

PROJECTIVISCHE LINEARE FLÄCHENSYSTEMB 
BELIEBIGER STUFE. 

144. Was ist der Ort eines Pnnctes, durch welchen je p+1 entsprechende 
Flachen von ft-^l linearen projectiyisohen Flächensyatemen /ic-ter Stufe und 
den respectiyen Ordnungen » > V+ 1 l^^Q^^S^l^^ ^) ^ 

Auf einer beliebigen Transversale fixieren wir einen Purcf i. Dni ch 
ihn gehen entsprechende Flächen der ,« ersten gpgpbt'tie Sysl( nie und 
die entsprechende Fläche c?es letzten Systems trifft die Tiansvcn^alc in '-^fi^i 
Puncten i*. Nimmt mau umgekehrt auf der Traosversale einen Punct i' be» 
liebig an, so bilden die Flächen des letzten Systems, welche durch diesen 



1) Der E.ür2e wegen trollen wir durch das Symbol äfi^p die Summe der Troducte 
von je p der Zahlen i Vj, , . . >^ bezeicbn^. 

^ Die Flächen des ^ten Systems, die dnrdi i gehen, bilden ein System Qt-^l)- 
ter Stufe, dem in den ersten ß—l gegebenen Systemen /ip— 1 niedere Systeme der- 
selben (fi — l)-ten Stufe entsprechen. Angenommen von dio?on Systemen pfini^en 
fi—l .entspreobende flächen durc^ i, haben auch die ersten gegeben l> Sy^tumo 
ß entspreohende Fl&chen, die dipdi t gehen. "Wenn also die Behauptung Tur 
riebtig ist, so ist sie es auch für ft; folglich u. s. w. 
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gehen, ein niederes System ijj -l)'tev Stufe, dem iu den gegebenen anderu 
ß Systemen ebenfalls niedere Systeme yon derselben (M-'O-teo Stufe eut» 
sprechen. Diese Systeme sind projectiviach, und vir wollen annehmen, dass 
der Ort eines Panctes, durch den fi entsprechende Flachen gehen dne Fläche 
von der Ordnung sei. Diese schticl lut lie Transversale in Pnncten 
t, und also luilien wir ^/i^i ''^Abl der zusammenfallenden Puncte 

i, t': das heisst. wenn ricr Satz,, t^cr q :'?;i'chte Ort ist eine Fläche der 0,, , , ,-ten 
Ordnung" w.ihr i.<t fiii- 1, so ist er auch Tür ß = M richtig;. Wir 

haben deuselbeu aber schu« i'iir /(=1,2>3 bewiesen (107, 116, läöj und 
erhalten also den Satz: 

Der Ort eines Pimete$f durch toeleken Je ft-\-l enteprechende Flächen dm- 
»omeHer projecHvueher linearer Syeteme von den resjm-tiren Ordwmgm > v^, 
♦ • < » ^fi^i Stufe hktdwvhgehenf ist eine Flädie tSß^^^^-ter Ordaimg, 

145. Gegeben ju-f-^ Ibearo projectivische Flächensysteme bezüglich von 
den Ordnnngen ^■^i^^*'"»^fi^^ und /t-ter Stufe, man verlangt den Ort eines 
Ptinctcs, durdi den je iU+8 entsprechende Flächen hindurchgehen. 

Die ersten ft Systeme nach und nach mit dem vorletzten ttnd letzten Sy< 
steme combiniert erzengen ri44) zwei Flächen von den Ordnnngen 

, ^. Diese iiaben offenbar diejenige (/in-\-e geniein, weleln' den Ort 
der I'uncte bildet, durch welcbo eine unbegreuzte Zahl von je /x entsprechen- 
den Flächen der ersten ft gegebenea Systeme hindurchgehen. Wir wollen vor- 
aussetzen, die Ordnung dieser Cnrve sei 0*^^,^— 0^^^. Die beiden Fliehen 
schneiden sich dann noch längs einer andern Cnrve von der Ordnung: 

also von der Ordnung ^fi^y^ wenn man folgende Identitäten beachtet: 

Die aweite Curve ist der gesuchte Ort. 

146. Es seien lineare projectivische Flächensysteme von den 

respeetivcn Ordnungen J*, » » • • • > o nnd (/' 1?) ter Stufe ^^c-troben : ein nie- 
deres System (^-fl^-ter Stufe, das im ersinn geyebrnen Systeme eutlialteu 
ist, ujid die niederen Systeme, welche dun in den aiidein gegebenen Systemen 
entsprechen, eraeugeu eine Fläche von der Ordnung &ß^^^ (id4). Zwei so 
erhaltene Flächen f^ß^^^x-^ Ordnung entsprechen flir jedes gegebene System 
zwei niederen Systemen von der </<+l)-ten Stufe, die in demselben gegebenen 
Systeme enthalten sind, und ein niederes System /^ter Stufe gemein haben. 
Die beiden Flächen enthalten folglich di«* Cnrve Sy^^2,2'*^" Ordnung, die 
durch die /'.-f-L' entsprechenden ninderen Sy.'jteme ;it-ter Stute erzeugt wird 
(145), uad schneiden sieh äIso längs einer andern Curve von dev Ordnung 
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Dieselbe Hegt in allen flnal' TPn FlTchon jS^/^ „ j-ter Oi flming '), und ist fol«;- 
^ich der Ort der Piincte, cjuick die eine unbegrenzte Zahl von je /*4"^ tiiit- 
sprechende Flächei}gnipp«n ebensoyieler Itneam projectivischer Flächen- 
»y Sterne (ß-^-^tev Stufe hindurchgehen. 

Wenn also /t Systeme io-ter Stnfe eine Curve von der Ordnung 6*^ i^ft » 
en.mgeu , so erzeugen auch ju4-3 Systeme der (/(+2)-ten Stufe eine Curre 
der ($^, I - i"~S^/i^2,8)-ten Ordnrmg, tukI die Oicliiung der Cnrve, die durch 
/ti-}-2 SystLirr u-icx Ortiming erzeugt wird, ist Die gemachte Vor- 

aussetzung liüi nun aber für iCt=i, 2, 3 statt, also ist sie allgeiodu. 

147. Angenommen, die Ordnung der oscuHerendeo Developpablen der 
Ciirve S^jj-ter Ordnung, die (146) durch ft lineare projectivische Systeme 
{ß—%)-tet Stufe erzengt wird, sei 

dann bildet diese Curve sugleich mit derjenigen von der Ordnung 0'^ x^^ß^ * 
welche durch n linonve projectivische Systeme der /z-ten Stnfo erzengf wird, 
von denen ^lii <.l:i ni^cn iimfen Systeme 2)-ter Stufe als niedere entsprechcndü 
Systeme uineu Tlieil biiden, den vollständigeu Durchschnitt Vüil zwei Flächen 
J^^j-ter Ordnung, und die Ordnung der osculierenden Developpablen dieser 
letzteren Curve ist also gleich 

2(0^, l-lX« V.i-2 V+ • 
Die letzte Curve in Verbindung mit deijenigen, von der Ordnung d^^^^^, 
welche durch lineare projectivische Systeme it»-ter Stufe gebildet wird, 
deren fi erste die schon genannten sind, bildet den vollständigen Durchschnitt 
zweiei' Flächen von den respcctiven Ordnungen 0^ j+''^^^2^0j(t^i'4-»'j(4^2 
und daher ist (120) die Ordnung der osculierenden Developpablen der Curve 

+2(0;».~l)(«Vi-2W+(«W-2)»;e,,+«/«.a 

oder auch: 

2)0^+»,sH-^;b+m • 
wenn man auf die oben (145) angegebenen Identitäten Rücksicht nimmt. Die 
Richtigkeit der angenommenen Voraussetzung ist aber im Falle /t — 1, 2, 3 
schon bewiesen, und wir haben daher den Satz: 

Dar Ort eines Fundes ^ durch weMien dne tmhefjrmniite Ztiüil von Gruppen 
mt» j<s ti mtsfpreeh enden Flüciten cbensovkkr jirojectivischer Systeme rcupecUm 
von ÜTdMmgem t t ' * * > ^/i }i-tey iSlit/a bcaklieiid hmdmxii§«lt^i, 
ist eine Baununirve von der Ordfomg 

1) Man beweist dies wie im Falle der Systeme dritter Stnie (136). 

- I Pa> bcisst, der Ort der gemeinschaftlidten Basispuncte von fi entsprecbea- 
Büsdieln. 
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und die Ordnmg ihrer oecuUereAdm Devehppablm iti: 

Der Ort eines Pmctes, durch welchen Je ß-^i einsprechende Flächen eben- 
eovieler linearer jyroJoctivi'i/'J/rr Systeme der ves-neHwen Ordnungen i'j^ » f ^ * . . .# 
^jU4-2 ^"^^ ^^f<^ hinäurehgehmf iii eine liaumcurve von dm" Ordnung 

iX« Ordmw^ ihrer oeeuHerenden Developpablen ist: 

148. Es seien jetzt ;t£— 1 lineare projectivische FlächenBysteme gegeben 
von den Ordnungen i » • ♦ » und jtt-tcr Stufe. In einem derselben 
nehmet! wir drei niedere Sjsteme 2}-ter Stufe an, die ein nnd dasselbe 

niedere System 3)-ter Stufe in fich scWiessen, Jede« fler drei niedern 
Systeme erEcngt in Gemeinschaft mii lieii entsprechenden niudereu Sysci men 
der andern gegebenen byeteme eine Fläche (Ö^_^j^j-ter Ordnung 
Die so entstandenen drei Flachen gehen gleichceitig durch die Curve ^ 
ter Ordnung, welche durch die — 1 niedern entsprechenden Systeme ö^— B)> 
ter Stufe erzeugt wird (145). Da nun die Ordnung der osoulierenden Deve- 
loppablen dieser Curve (147) gleich ist: 

(«/t_i,i-2)«!;t<_i,2-h^/»_i.s » 
so haben (121) die drei Fliichen ausser dieser Curve noch 

*ia_i,l(Äjtt_i,i~2«^_i4) + ^'ja-l^ 
gemeinschafUiche Puncte. 

Diese Functe sind allen analogen Flachen tf^t— i Ordnung gemein 
welche den verschiedenen niedern Systemen (,«— 2) ter Stufe entsprechen, die 
in den vorgelegten Systemen enthalten sind; also gilt der Satz: 

Die Zahl der VnnHp. v^elcftfi einm gemeinsamen Basiopunct von ß—1 ent- 
sprecfienden Aetr.n,. in /.'. — 1 tjenrlii-n'^n Unmren projeciimsc/ien J'iächensi/stemen 
ß-ter ßtufe usid von d< r, n ^i/i cticai Ordutuiyen ''i j ''j » • ♦ • » darstellm igt 

149. Gegeben ß-^B lineare projectiviscbe Fläcbensysteme /u>ter Stafe 
und von den respectiven Ordnungen i >'s * ''9 « • • • * ^^et-f s> sucht die Zahl 
der Pnnete, welche je ß-^S entsprechend« » Flächen gemeinschaftlich sind. 

Die ß ersten Systeme nach und nach mit dem (/i+l)-ten, (/i-f-2)-ten, 
tcn Systeme combiniert erzeugen (144) drei Flächen von den respecti- 
ven Ordnungen 

Diese Flächen haben die Curve von der Ordnung 



1) Man beweist dies wie im Falle der Systeme dritter biufe ^135). 
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gemeio, deren oseulierende Beveloppable die Ordnangssahl 

hat, und welche durch die ersten fi Systeme erzeugt wird (147). Die drei 
Flächen haben also (121) noch folgende Zahl von Punoten gemein: 

+2(«^4-1)(äVi-^/*^)-^/4,i«/*,8+«w» 
oder )S/i^s^ v«^rinüge der Identitäten: 

^/»+a^ ^ 1+V+«"'" V+«^i»+» 

Wir haben also den Satz ^) : 

Die ZaJi.1 der Puncte des llamnes, durch welche je /*-f-3 entsprechende 
Jb^läcken ebensoiH^Jn' Itmas'er projectivischer Flär/i/'n-^ir-feme von den reipeetiv&t 
Ordnungen v^,v^^. .»v^^j mul ß-tm' Stt^e hindurcJigeJie», üt JS^^j^« 



OAPITEL IX. 

SYMMETRISCHE OOMPLEXE. 

150. Es »den /at+l lineare projectivische Systeme /t-ter Stufe gegeben. 
Wir fixicroTi Im ersten Systeme /J--\-\ Flächen, die hinreichend sind, dasselbe 
vollständig zu iudividualisiercn, imd betrachten jedes andere dnich dii' « j-l 
Fliehen festgelegt, welche den obigen projectivkoh entspceehen. Jede beliebige 
dieser (M+l)^ Flächen, welche auf die eben ans einander gesetzte Art die 

Systeme bestimmen, kann man dann durch das Symbol Pp^ bezeichnen, 
wo der Index p allen Flächen desselben Systems gemein ist, der Index <r 
dagegen entspreehenden Flächen. 

Dies vorausgcset7,t, sagen wir, die P>--\-\ Systeme bilden cinon fi-inn-me- 
trischtv fh^nplfiXf wenn sie sämmtlich von der v-ten Ordnung sind und aus- 
serdem die kSvnibole 7*^^ und P^^ ein und dieselbe Fläche aufcili iicki n. 

151. Es sei ßssXf das heisst, man habe den symmetrischen Compiex; 

P P 

gebildet durch die beiden projecti vis eben Büschel 

(■^11 > ■^\% I • • 0 > ("^81 > -^aa >•••)* 
1) Man Twgleich« Salmo«, a. a. 0., p. 493—495. 
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■weiche die Flüche P^.^ = P.,^ gernein haben, die sich aber nicht selbst cjit- 
flpiicht. Auf tiicäiiU- Flüohe li&g&u die Ba<»iäCurvon beider Büsciiel , welche 
nch in den Puncten achneideo , die den drei Flächen Pjj , P^^ , P^ ge- 
mein sind. 

Die Fläche P der Sv-ten Ordnung, erseugt (107) durch die gegebenen 
«wei Büschel, wird längs der Basiacurve ck? ersten Büschels von der Fläche 

Pj, dieses Büschels berührt. P wiril m der That (107) In einem bplicblgen 
Pnnctc jrcnanr.für Cnrvc von einer Flüchp fies erf:ttMi Büschels berühr! , die 
derjenigen Fläche des i;v.cjlea Büschels entspricht, welche durch deu näm- 
lichen Punct geht. Aber P^^ iai ciiie Fläche dee zweiten Bnachek und ent- 
hält die Basiscnrve des ersten Büschels vollständig; folglich u. s. w. 

In ähnlicher Weise wird die Fläche P auch von deijenigen Fläche 
längs der Basiscui-ve des zweiten Büschels berfihrt v elcbo der Fläche Pj^ 
des ersten Büschels entspricht. Tn den genieinschaftlichen Puncten der beiden 
Bfifti!*onrveu wh'd P alno von beiden Flachen P^^,P^, beiitbrt. l>io?o 
Flächen aind aber beliebig gewählt, und habea daher im Allgemeinen iieinen 
Bcrillu-uiigspunct, und ea üud inithin die gemeinschaftlichen Puncte der drei 
Flächen ^nt^igiPn für P Doppelpunote. Dies liefert den Satz: 

Die von stoei proje<iwischen FlächenMaeheln »-ter Ordnung j die einm 
gytmuetrinfÄm Camplex bilden, erzeugte Fläche hat Doppclpunde. 

Die Flächen v>ter Ordnung, welche durch die obigen Pnncte gehen 
bilden ein Netz, und folglich bilden diejenigen, welche aiis.^erdem nocli durch 
einen andern beiiebipcn Punct - - den wir aiil' P annehmen — gehen, ein 
Büschel. Die Basiscnrve w-ter Orduuug die»es BiischeU hftt dahev 2> - ,-1- 
gemeinschaftliche Durchschnittspnncte mit P, die von der äf-ten Ordnung Ist, 
und liegt daher vollständig anf diei>er Fläche. Jede Fläche v-ter Ordnung also^ 
wüdie durch die i^* Dopp^mcle von P geht, schneidet diese Fiäehe in zwei 
getrennten Curven v^-ter Ordnung, die eich in den genannten Puncten echneiden. 
Durch jeden Punct vcni P (fcht eine der vorgenannten Cuffm, tcdclte dk Basis 
eims FlächenLüchclti v-ter Ordnung bUd^, Zwei hdicbiyc von diesen Ournm 
Hegen slats auf der iiüudiiJieii Flä^ie v4er Ordnung und könncti also ausser 
den v> Puncten keitten weitem Punti gemein hohen. 

Die beiden Curven bilden die Basiscurven zweier Büschel v-ter Ordnung, 
Bwischen denen man eine solche projeotivische Abhängigkeit herstellen kann, 
das« die durch sie erzeugte Fläche genau P hi. Jede Fläche des Büschels, 
velclie (hiii.:!i 'Ii* Brtsiscnrve desselben lündurchgeht, schneidet in clor That 
P in einer <Jf!vo '■'-■Vd^ Ordnung, die in Gemeinschaft n-.it ile;- liasis des 
andern Büschels die enisprecliende Fläche dieses leUtei-n bestimmt. Es gibt 
Aber eine Fläche, die beide Basiscurven enthält, und daher sowohl dem einen 
als dem andern Büschel angehört Als Theil des ersten Büschels schneidet 
sie P in einei' neuen Curve, welche mit der Basis des zweiten BQachels iden- 
tisch ist. /^V Plätze also, v\ frj.. diesem. ssweiUn Büsckd Ihr entspricht^ 
tchnddei P iüufjs zwei mit der /Jasifi chm dieses »weiten Büsc/iels zumnwien- 
faiimdm Ourven, das heisst, berii/trt P in dieser Ourve. Auf diese Weise 
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ist klar, dfoaa die Ounm f^-ter Ordnung, um7cA« durdt cUe Doppdpmete 
gehen, BerÜhrmgwurven — Charäkterktiken — sswitcken P md gewismi Flächm 
v-ter Ordnung sind die dem gmaanten Netee mif/fifiören. P ist also (öO^i rlic 
einhüllende Fläche einer einfach nnßndlichon "Reihe von Flächen, von denen 
je zwei tlmch oiueu beliebigea Punct des Kaaraes gehen j unter ihmn be- 
findet sich auch P^^iP^' 

152. Es sei jetst /t=2, man betrachte also den sjininetiisehen Complex 

P P P 

■»11 » 12 ' 13 
P P P 

P P F 

dargestellt durch die drei piüjcctivischcu Flächennetze v-ter Ordnnng 

(^11 > ■f*i2 > 13 » • ■ •) > 
(-^'gl > ' ^S" 7 • • •) t 

^-^3) ' '^S2 ' "^ 33 »•••)' 

worin P,3=/',,,Pgj^Pi3,Pi2'^/-'2i ist. Es sei f die Fläche 3 vier 
Ordnimw, die den Ort eines Pnnctes biMo?. iis flfm «ii^fi je drei entsprechende 
Flächen der drei Netze sdiaeideu (l^i), dann kann man diose Fläoli« ia 
folgendei" VA'eise coustrnieren. 

Die beiden projectivischen Bfischel {J\.^ , ,...), (^33 , P33 , . . .), die 
«nen syinmetrischen Ck>mplex bilden , erzeugen (151) eine Fläche Pj^ der 
2v-teo Ordnung, welche von föngs Äer Carve P^^f der Basis des 
zweiten Büschels, beröhrt wird. Analog gehen die projectivischen Büschel 
(Pjj , iPjg , . .) , (Pn, , P , .) , die eb«>nfal!s einen symmetrischen Cornidex 
bilden, eine Fläche P^ä '^^^ 2i'-teii Ordnung, die von Pgg in der Cnrve 
-^si-^ss ^^^'ii'i'''^ wird; und die beiden projectivischen Büschel (P^^ , P^ 
(Pjj , P33 , . . .) oder, was dasselbe ist*), die projectivischen BUschel {P^t 
•^1» ("Pja > ■'^as » • • •) ««engen eme Fläche Pj^ oder P^j der 2v-ten Ord- 
nung die von P^ längs der zwei Oarven P-i^^^iP^z^ gesdinitten wird, und 
also in den beiden Curven gemeinschaftlichen Puncten von Pg. berührt, das 



1) Bbe Flftche ^y-ter Ordnung, die (107) mittelB sweier projectivischer Bosch«! 
(U f F),({?, V'), ersengt ist, die von derselben Ordnnng u sind, iSsst sich aach 
aus swei projeetivisohen Bfisoheln (U, U') , {V, V') herleiten, in denen swet Fliehen 

U", T" sich entsprechen wie folgt: Mati nehme heliebiiy die FUlcho U" nntor denen, 
welcije durch UU' geben. Diese Klächo schneidet die Fläche (2j') lAngs einer an- 
dern Cnrre k der f^-ten Ordnung, durch welche man in GemeinBeliaft mit VV eine 
Fliehe V" der c-ten Ordnung legen kann. In der Tbat hat k mit der Basia W 
eine Zahl von v'' F-.uK-fcn E^pmein — dtp getiiein-phaftliehpn Piincte der Flüchen 
V't VfV— und eine Fläche der >-tcn Ordnung, die rlmch die B^is W und 
durch einen Punct von k, der nioht dieser Basis angtbürt, g@bt, hat also v><4-l 
Pnnete mit i gemein, und enthUt also diese Curve vollsttodig. 
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heigst in den geinäinschafth'clien Puncten der drei Flächai ^i3;^sj»-^M* 
Diese Pnncte bilden die BMispnncie des dritten gegebenen I^eUes. 

Die mit P^^ , P^^ analogen Flächen, die mittelst BOsclieln entstehen, die 
sich im zweiten und dritten Netze entsprechen, bilden ein neues Netz (ISO), 
und jede von ihnen kann man durch dlefemgen Büschel des dntten. Netzes 
individualisiert denken, welche zur Constructiou benutzt wurden. Dasselbe 
gilt für die zv P^,^ , "B^ aualogen Flächen, die durch ontsprephcnde Büschel 
des ersteu und tiiittem Netzes entstehen. Es folgt «ouiit, dass die Netze 
(P|P Pj2' * ") * ^^21' > * ") pfojdctivisch siud, und beäondcrä die Biiächel 
(^u > ^13) * (^ai ' ^22) projectiviseb, welche sich in diesen Netzen entsprechen. 

Die Fläche Fjj des Netzes (P|j , Pj^ , . . .) und die Fläche P„ des 
Netzes (P^ , P^, , . . .) entsprechen demselben Büschel {P^ , des dritten 
Netzes nnd bezüglich den Büscheln (-Pß > -Pqj) » (-Pu » -^ij) des zweiten und 
ersten Netzes, imd diese Flächen enthalten daher ausser der Curve 
diefpniso rnwe Bv^ ter Ordnnncr, vrrkho dmi Ort dr-r Prncte hlldef, in dmien 
sich drei «uuiiji'tclicade Flächen dioser drei ju ojecliviöchtii Büschel sciiiieiden. 
Diese zweite Curve gehört auch der l' llLchc $ au, da die obigun drei Büschel 
sich in den gegebenen drei Netzen entsprechen. 

Analog entsprechen die Flachen Pjg des Netzes (P|j , Pj^ > • • >) nnd P^^ 
des Netzes (Pjj , Pjj , . . .) demselben Büschel (Pg^ , P33) des dritten gegebenen 
Netzes und bezüglich den Büscheln (P^j , P^ , , l'i,) des zweiten resp. 
ersten Nutzes. Sie enthalt^?! doher ausser der Curve P.,;P; ; die Curve 3v2. 
tcr Ürduung, welche durch dii genannten drei Büschel entsteht, die ebenfalls 
projectiviseb siud. Die fragliche* Curve Hegt auch, auf der Fläche da 
die drei Büschel in den drei gegebenen Netzen sich correspondieren. 

Genau in derselben Weise hat eine beliebige Fläche Pj^ des Büschels 
(Pjj , Pjj) mit der entsprechenden Fläche P^,^ des projectivischen Büschels 

> '^fö) — l>^i<I® Flächen entsprechen demselben Büschel des dritten gege> 
benfi. Netzes — nicht nm* eine Curve f^-ter Ordnnnir — Basis dieses Bttschels 
— iLiLin . die auf P.^^ und auf einer Flache des Büschels {P^^ , P^^ liegt, 
sondern auch eine Curve 3>''''-tcr Ordnung, diu duruh drei eutspreeheude 
Büschel entsteht und also auf ^ liegt. Es folgt noch, dass 9 und 
saromen den vollständigen Ort darstellen, der durch die projectivischen Büschel 
(P„ > Pjj) , (P 31 » 3? jj) »zeugt wird. 

Ba nun diese Büschel einen symmetrischen Complex bilden, so toird 
(151) dk Mäche ^ pon P^j nnd P^j fäW/,* zweier Cunmr von Sv*4en 
Ordmmg hrrUhrl, tmlche auf "P liegen ; und die Doppelpuncte von $ sind 
die gemeinschaftlichen Punctc der drei Flächen Pn»Pjä*^a»* haben 
aber oben gesehen, dass diese Flächen gleichzeitig von P^ in den v« Basis* 
puncten des dritten gegebenen Netzes berührt werden , und da jeder dieser 
Berübrangspuncte (21) vier Durchschnittspuncte der Flächen P absorbiert, 
w haJt die Fläche 9 

Vo^pfpelpuncUf durch welche alle Flächen P geben. 
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Aus (1cm eben Bewieflonen folgt nusserd^ra: 

1. ist, zugleicli ni'f P die «inliiillenclo F);icho einer einfach imend- 
lieiicn IveiJie von Flächen P„ . P^j , . . . Jede Fläche 2pp i»t uie einhiilleude 
Fläche einer analogen Reilit; vun Flächen v-ter Orduuug wie -Ppp' Umge- 
kehrt gibt jede FJäelie P^p einer Seihe yon Flächen P^^ Entstehnng, deren 
einhüllende Fläche dnrch $ nnd durch Ppp dargestellt wird. Jede Fläche 
"F^p berührt $ lange einer Charakteristik der Sv^ten Ordnung, -wahrend Ppp 
die Fläche $ in >^ Poneten berOhrt, den Basispuneten ebes Netzes von 
Flächen F^^. 

2. ^ a.vch der Ort ehr JJoppeljjuncte (hr Plächen ^pp- l->enn ein 
Dop^elpunct vou Pjj i&t in alltii Flächen des Büscheis (i 22 > -^sj) '"^ 
allen denen des Baschels {P^,F^) gelügeü, und dnrch ihn geht auch eine 
Fläche des Borchels (^12)^»)^ folglich» dieser Punct, da er drei ent- 
sprechenden Flächen der drei genannten Büschel angehört, die in den gege- 
benen Netzen enthalten sind, ein Pnnct des Ortes 

153. In ähnlicher Weise kann man die Fläche 9? construieren, die den 
Ort dei' FuBCte bildet, iu denen sich je drei euteprediende Flächen der drei 
projeotivischen Netze 

(P, Q, Jü,...), 
(P",Q",J?« ...) 

von den respectiven Ordnungen v*, v" schneiden, die keinen symmetrischen 
Coroplex bilden (127). 

IK : Mt ü projectivischen Büschel (Q' ^ Jff) , (Q," , R") erzeugen eine 
Fläche vou ih r (v'-fv")-ten Orcinnng, welche durch B" in den beiden 
Curven M"C^* ,E"M' geschnitten wird. 

Die bpi'Ten projectivischen Büschel {Q", R"),(Q , I?) erzctigen eine Fläche 
P^j der OiLinniig 1'"+*', die von M" längs der beiden Curven M"Q,",li"B 
geschnitten wlnl. 

Die beiden projectiviäeheu Biiscliel (P',i2'),(P",Ä") erzeugen eine Fläche 
P, von der Ordnung f -f »»"i «Üe von Ä" in den beiden Curven Ä"P", Bf'BI 
geschnitten wird. 

Endlich erzeugen die beiden projectivischen BOsohel {P'^R**) , {P ^R) 
eine Flache P'^ der {y"-\-v)Aesi Ordnung, welche von R" längs der beiden 

Curven R"P", R"n geschnitten wird. 

Die Füo lien P^ , P,, bestimmen ein Büsdicl (v' v")-tcx Ordnun»^, weklies 
dem Büschel {Q",F") projectivisch ist. Ist 'S" eine beliebige Fläche dieses 
letzten Büschels, so erzengen die entsprechenden und daher projectivischen 
Büschel (S'yR')j{S"tRf') difyenige Fläche P des Büschels (^1,^^)^ welche 
S" entspricht. 

Analog bestimmen die Fl lohen P'^ , P'g ein Büschel von der (v"-f i')-t€n 
Ordining. das ebenfalls dem Büschel (Q"t i"') projectivisch ist. Die S" ent- 
CftKKOKA, ObdrfliAheii. 9 
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sprechende Fliiciie F' wird von den äntsprechead&D projectivischen Büscheln 
(jS", Ji") {S.M) erzeugt. 

Die Flächen jp , F' enthalten offenhur aiuser der Gurre R"S" die Curve 
der (vf'-f-v*n"4-v"v)-ten Ordnung, Ort eines Panctes (122) in dem sich drei 
entsprechende FlSchen der drei projectivischen Bttschet (jS> R), {S',R'), (S'rRf') 
schneiden. Diese Gurre liegt auf % da die du i ohigni Büschel sich in den 
drei gegebenen Netzen entsprochen. Wir haben daher das Endergebniss: 
l>ie iwojectivischen Büschel (Pj , T^) , (P'j , P'j) mmgm €mm Orij äet öw» 
den Flächen II" mid $ zmaimasa^ßts^ üt, 

154. Wii' setsen jetzt voraus, es sei v"s=v'^v. In diesem Falle 
schneidet (152, Anmerkung) eine beliebige Fläche R^ des Büschels (A*, 
die Flächen Pj und Pj in zwei Curven, die bf zrglich auf zwei FlUdten 
^„ , P„ llpgen , welche den Rüschehi (Q', Q") , {P' , P") angehören. Daraus 
folgt, dass die projectivischen Netze 

(P, Q, «,...)» 

denselben Flüchen Pj , , P'^ , P'g Entsfphnng geben, uml Line Fläche Sv-ter 
Orduung erJäeugeii, wekho mit vier Curven der Sf^-ten Ordnung gemein 
hat, und also vollständig mit dieser Fläche zusammenfallt Das heisst: 
Wird ebte Fläche Bv-ter Ordnung durch drei proJaOmst^ NOze 

{P, Q,K,-..), 
iP', Ü', IV, . . .) , 

(P'S Q!\ R", ..,), 

v-Ht Ordnung ertneugt, 90 kann mm für ein IteHtSnget dSuer Nttee, g» B, für 
da» eweäef ein nates Netz 

t^Httdermy das den gegebenen projeäwiti^ ietf und am FUk^ gebädat wird, 
die hezügUcA den Büe<^ela (P*, P") , (Q', Q") , (iJ», JS") , . , . angehSren, 

Analog können wir einem der drei gegebenen Netze 

(P, Q, Ä,.,.) 

ein neues Netz 

(Pj f Uli R^y ') 

substituieren, wo die FlächoJi , (^j, i?^,.., bezuglich rli n Büscheln (P', P^), 
{Q% Qu), (Ii', ^o)»"' ang<^^'" 1' 1' of^ef» ^^^s dasselbe ist, den Netzen (P, P', P>), 
(Q, Q', Q") , {R, R't R'% Muh kann endlich dieeeiöe FUieke auth mitfeUi 

{P I > ^1 > ?•••)» 

(P s , > >•••)> 

(Pg , (fc'g , /ijj ,.■•), 
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«nseugm, die den gtgth&nen projeciivüdi f;iiid und aus Flädim 

■^1 » ^8 > -^8 > • • » ^1 > ^2 ' ^ » • * » ■^t^i^Z*" " 
f/^üdet werden, todeA» be»ügUtk dm Netmi 

iP f P , P", • ♦ •) » 

angehSren. 

Aber noch mehr: Die projectiTischen Neiee 

(P,P',P",2j I . . .) , 

(ij , R'f Ä", R^f...), 

erzeugen eine Fläche SAter Ordnung, welche die vier Cnrven 

PP P P' P' P' P P/ 

der 3i'2-ten Ordnung enthält und also mit ^ zusammenfällt. Die Project ivität 
dieser drei Nefze VAsH sich sein* leicht bestimmen. Es sei eine beliebige 
PlKche des Büschels (i^, F')\ die entsprechende Fläche bestimmt sich 
daoQ in der Al t, dass die von den projecUvi&chen Büscheln {P,P',P^), (Q, Q', 
erzengte Flache mit derjenigen zns&mroenfällt, die durch die Büschel (Pf Q)f 
{P'f Qf) erzeugt wird. Dadurch ist «her das Gesetz des gegenseitigen Ent« 
Sprechens geg« bcn. Man gelangt also so stufenweise zur Auflösung des all- 
gemeineren Problems) Man nimmt im Netze (P, 7", P") beliebig eine Fläche 
an, und sticht die entsprechenden Flächen der andein beiden Netze (Qfdi', Ü"), 
{RfR*fRt). 

155, Wir gehen über zur Betrachtung des symmetrischen Complexes 

p p p r 

p p p p 

bestehend aus vier projectivischen linearen FlSchensjrstemen dritter Stafe 
und v-ter Ordnung, In denen 

Die Fläche D der 4v-ten Ordnung, Ort der Puncto, welche vier entsprechen- 
den Flächen gemein sind (138), lässt sich in folgender Weise construieren. 

Die drei projectiTischen Netze 

ergeben (152) eine Flitölie der 3v-ten Ordnung, wcldie durch die Flädie 
P, erzengt durch die Büschel {P^ , P^) , (P^ , P^), längs dner Curve 3)^*ter 

9» 
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Ordnaiig berührt wird — dieselbe liegt auf der Fläche» die durch die Büschel 
(^82 » ^34) » (^"42 > o^er durch die Büflchel (P^ , P„) , , P^^ erwog* 
-wird — tind der Ort eines Functes ist , in dem sich je drei entsprechende 
Pläclieu der pro} ecti vi sehen Büschel {P^tP^ , {P^^Pu^ A^w^i^ schneideii. 
In ähnlicher Weise erzengen die drei projectivischen Netse 

eine Flache (ji^ dies 3v-ten Ordnung, welche von der FlSche P in einer 
Gnrve Sv'-ter Ordnung berührt wird, die anf der darch die Büschel {Px^iPyiit 
(^»4 '^44) oder die Bösdiel (P« , ^34) , , ^44) erzeugten Flache liegt 

iiTid (Iqt Ort cinesPunct.es ist, der je drei entsprochoinli n Flächen der projec- 
tivischen Büschel (/"jg , Pj^) , (Pgg , Pg^) , (P^g , P^^) gemeiüscliaf tUcU ist. 
Endlich cj"ze«gen die drei projectivischen Netze: 

> P» » Psa) » (^81 > ■''as » » (-^41 » ^43 » ■'W 
oder, was dasselbe sagen will (154), die drei projectivischen Netse: 

(P|g , Pjj , Pj4) > (-P32 1 P33 > ^31) > (P42 ) P43 > P44) 

eine Fläche oder der Sv-ten Ordnuni?. welche von der Fläche P in 
den beiden obeuerwälintea Curvcn 3v*-ter Ordnung geschnitten wird. Daraus 
folgt, dass die gemeinschaftlichen Pnncte dieser beiden Cnrven, also die 
Pnncte, dnrch welche (124) je vier entsprechende Flächen der projecti» 
vischen Büschel 

(^18 ' ^14) » ^Pn » ^S*) » (^^38 » ^34) ' (-^43 ' ^ 44) 

hindnrchgelieu, so beschauen sind, dass in jedem derselben die Flüdie P 
alle drei Flächen , <2^^ , berührt. 

Die Flächen , bestimmen ein zu dem Bilsdiel (P^^ , P^j) pro- 
jectivisches Büschel. Ist P^p eine beliebige Fläche dieses letztern Büschels 
nnd sind P^pfP^p,P^p die entsprechenden Flächen der Büschel (PggfPsi), 
(Pjg f P^) > (^13 * ^ii^f Bo entsteht die entsprechende Fläche des Büschels 
($jj , $|}) durch die projectivischen JSfetae 

Die Flächen , bestimmen ein anderes demselben vorgenannten 
Büschel (P^ , P^J projectivisches Büschel. Die Fläche des Büschels 
($2i}$as)> welche P^p entspricht, entsteht dorch die drei projectivischen 
Netce 

{Plp f Pia » ^u) i i^zp i » -^«4) » ^P^p * -^4« » • 

Die beiden Flächen {fj^ >^3p 3v-ten Ordnung qehen gleichzeitig durch 
die Ctirvc der n," {-n Ordnung, die durch die Büschel (P^j, P^^) , (Pg, , Pg^) 
erzeugt wird, nml auf dir Flüche P liegt, und :«chneidpn sich also ausserdem 
noch in einer Uurve ü^^-ter Ordnung, Ort eines Punctos (129), der je vier 
entsprechenden Flächen der vier projectivischen Netze 
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angefaSrt Diese Curve liegt auch auf der Fläche D , weil dieee vier Netee 

in den gegebenen Systemen ?irh entsprechen, wA (^ic beiden projecti viseben 
Büschel , f , (^2j , ^fgj) erzengen also eiiH ti Ol ! , der aus der Fläche 
P 2i'-ter Ordnung und der Fläche D der 4v-ten Orduiuig zusammengesetzt ist. 

Die Doppolpnnete des zusammengesetzten Ortes sinr! also (151) die 
Diuubsduiiitspimcte der drei Fiädieii , , . Diese drei Flächen be- 
sitsen aber Av^ BerOhrnngspunete, welche AAv^ Durchschnittspnncten gleich- 
gelten, und also ist die Zahl der Doppelpunctc gleich 

üvm sind die Doppelpuncte vm P die V-^ J)urchschnittspuncte der Flächen 
, , und folglich hat. die Fläche D eine Zahl von 10>3 Doppel- 
pnnoten, die auf allen zu ^^ii^^^/i^jj «malogen Flächen liegen. 

Da die Fläche D zugleich mit P vermittelst zweier projeotivisoher Büschel 
entsteht, welche «oen syannetrisehen Ck>inplex bilden, so wird sie von den 
Flächen $^,$33 und allen ähnlichen längs ebeusovielen Charakteristiken 
6v*-ter Ordnung berührt, und die Berüli; i ngspunote zweier Flächen 
liegen beide auf ein nnd derselben Fläche . 

Man haim ausserdem B als den Ort der Doppdpunek der FläeAm 

^1] ' ^8" ' ■ • ' dfi_^me7'''}h Die Dopjtelpiincto vor» (^^^ «SikI nämlich (152) die« 
jenigen, welche einer unbegrenzten Zalil von I'liiclH -n -. nieiii ^iiitl, z. B. die- 
jenigen, weldie dui'cJi die Paare von prüjectivistijeu Flaciienbüschola 

P) (-''32' ^n:5^' (^V2> As) J 
i^i'i 1 ^'24/ J '42 > ^ii) > 

erzetigl werden, mit Ausnahme rlcr jT^melnschaftlichen Pnncte (ler Flächen 
i'^j , /'^j , y^^, Ist also r eini>r (ii '.<Lr iJoppelpuncfp, so gehen durch .f zwei 
entsprechende Flächen A^yA^ der Büscliel ^i), zwei euusprechendc Flachen 
, JB^ der Buscbel p)^ zwd entsprechende Flächen , ( ^ der Büschel 0) 
and zwei entsprechende Flächen , der Btischel x). Die Büschel der 
Colonne rechts sind in eiu und demselben Netze (i^^ , i^.) ; enthalten, 
und die Flächen eines Netzes, welche durch ein und denselben Funct x, der 
Icein Basispunct des Netzes ist, gehen, bilden ein Büschel; folglich gehören 
die FUiclien I ^ , , demselben Büschel an, das in dem vierten gegebe- 
nen Systeme eiithalton ist. Den Bü&cheln , welche dem letztern im zweiteu 
und dritten gegebenen Systeme entsprechen, gehören bezüglich die Flächen- 
paare (J?2, , (-^3 , .B^) an; und der Pnnct jr, der allen diesen Flächen ge- 
mein ist, ist daher ein gemeinschaftlicher Ba.sispunct drei entsprechender 
Hetze in drei der gegebenen Systeme (dem zweiten, dritten und vierten). Durch 



134 



Ztmlw Theit, 



[Csp. 21. 



X geht auch euie Flh'chc fies Büschels, v.c-lclic Jenen im ersten Systeme ent- 
spriclit. Der TuncL x Hf'gi abo in vier oiiUprechenden Flächen der vier 
gegebenen Systeme und i»t duber ein Punct des Ortes D} w, z. b. v;, 

156. Wir -wollen zaletzt die Fläche B der ftv-Un Ordnnng betrachten, 

die der Ort eiref» Puncfes iHf, rlnroh den je /' eiit?pr«^chende Flächen von ß 
linearen projecti vischen rUtchensystomeu (/' — l )-tei- »Stufe und '-Ai'v Onlnung 
hindurchgehen. Deu Complex der ß Sjüteme setzen wir voiliiuiig als niclit 
symmetrisch voraas; dann erhalten wir durch die Flächen, welche diese 
Systeme individualisieren, die quadratische Matrix 

^ 21» •^22''"' ^if* 



dfe ß Zeilen und ß Colonncn besitzt. Die Fliiclien dtjrselbeu Zeile gehören 
demselben Systeme an, während die Flächen derselben Colonne sich ent' 
sprechen. 

Lassen wir in der Matrix die p-ie Zeile und ^»te Colonne aus, so er- 
bieten wir elnrai niederen Complex nus/ -! in'edcin projeetivischen Systemen 
(/X— 2)-tt5r Stufe. Wir wollen drrcli D^q. die Fläche {ttr-\)v-iw Ordnung 
be^eiehnen, die von ihnen erzeugt wird (144). 

L£i;8St mnn nur die «r-to Colonne aus, so erhält man einen Complex von 
ß niedern projectivischen Systemen der (/i— 2Vton Stui'c; es sei hiLi* !■„ die 

Cin-ye Jer — — v3-ten Onliviug, die sie oivfu^o^n (1^^)* eine Curve, die 
offenbar auf D liopt nud auf allen Flächen , D.,^ . - . . , D^^^ 

Lassen wir nur die p-ta Zeile in derselben Matrix aus, so behalten wir 
jtt—i projecÜvische Systeme l)-ter Stufe übrig. Es sei Ip die von iiuien 
erzeugte Cunre (147) der Ordnnng: 

Diese Curvc liegt auf D und auf allen Flachen , D^, , . • • ♦ "^pu' 

Yertauäciten wir jetzt in der gegebeneu M&tiix die Zeiieu uüi den Co« 
lonnen, so dass wir die neue Matrix 



'i/f ^'iß) ' • •» ^ßß 

erhalten, so stellt diese einen neuen Complex von /i linearen projecüvischanByste* 
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lueti der {ß—'iyten Sttif>> flar^). Es sei (E tlie FlrJehe ."^ t< r Oidriiuig, tlie diese 
Systeme eraeagen, luid man bozeichnc durch Q.^^ die Flüche der (/-t— l)v-ten 
. Ordnung, die aae der inTersen Mfttii'x anf dieselbe Weise entsteht, vie 
sus der primitiven Matrix erhalten wurde; durch hp,m^ aber die tnle^^lp 
anaiogen Curven. 

Kiimut man an, es sei "D^ nnd (I„^ eine einzige Fläche, dann fällt 

smch fiic Ciirvp J-^. rlie den Plüchon , D,,^ , . . , D^j,^ gemein ist, mif f]Gr 

Curve »i^ zusammen , die den Piäclien (lo-, , (Iflv,, ••• j C[ö-// gemeinschaftlich 

angehört j und in ähnlididr Weise fäUt nah Itp i&usaannen. Polglidi haben 

die Flächen D und d alle Gnmn h und ^ gemein, ond fidlen daher in eine 

einsige Fläche' zusammen, die von D^^. in «vei Curven ^ffi^o beide von 
ä(«— 1) 

der Ordnung "-j~2 geschnitten wird. Die eine derselben liegt auf allen 
Flächen , i • • • f <iic andere auf allen Flächen D^^ , , . . . Die 
angenommene Yoranssetznng ist aber iur » 2 nnd /et ^ 3 bewiesen (152, 154) ; 
folglieh gilt sie allgemein. 

Lassen wir in der gegebenen Matrix die pAa und <T-te Colonne aus, so 
erhalten wir niedere projecfivische Systeme (ja-~8)»ter Stufe, und die Zahl 
der von ihnen erzeugten Fnucte i»t (H9) 

/x{/x-J}(//-2) 
1.2.3 

Biese Funcke find offenbar hp und gemein , und daher wird in diesen 
Jfuncten die Fläche D von der Flädie D^,, berührt. 

157. Es sei jetat der durch die gegebene Matrix dargestellte Complex 
symmetrisch, das h«sst es sei P^^-^P^^, und daher auch 1)^^=D^^, 
^p — l^p" Jetzt fsJIen die beiden Carven, in denen die Fläche die 
Fläche ]> schneidet, in eine einzige Curve zosammen, das heisst D^^ bertthrt 

I> längs einer Curve hp der ^^- »'^-ten Ordnung, die allen Flächen Bj^, 
J^^p , . . . , "bup gemem ist, und folglich schneidet die Fläche D in zwei 
Curven hp^h^f , welche die BerQhntngscnrven (Charakteristiken) zwischen D 
nnd "Dpp und sind; 

Die beiden Flächen ])^^,D^ schneiden sich ausser in der Curve hp^ 
die sie mit D gemein haben, in einer andern Cnrve von der Ordnung 

^ dnrch die /i—l niedem projectivischen Systemen (a*— 8)-ter 

Stufe ei'zeugt wird, die man erhält, w«in man m der gegebenen Matrix 
die /o-te J^eile i:nd die /y-te nnd <r-fe Colonne Aveglässt. Diese Cnuve liegt 
offenbar auch auf der Fläche X der (/'— 2)i'-tcn Ordnung, die von den ß—i 
niedem projectiyischen Systemen {ß—zy\fyt Stufe erzeugt wird, welche da« 



1) In Betreff der Besümmung dds projeoiimchen Botspreobens der neuen Sy- 
steme sclio man den tichluss der No. 154« 
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dureh entstehen, dass mm die nnd <r-te Zeile und die j9-te und tf-te 

Colonne in der vorgelegten Matrix auslässt. 

Dieselbe Eigenschaft lässt sich fiii' jedes Paar entsprccliender Flächen 
der Büschel (B^^ > D^<r) t (^^«m i nachweisen, die projecUviach siutl, da 
i»ie (155) beide dem BfiBchel (Pfiff yPfip) projeciinseh &md. Die beiden 
vorgenannten Bttsohel erzeugen «ulso einen ans den beiden Fliehen X und B 
xnsammengeBeteten Ort. Da dieselben beiden Büschel einen symmetrischen 
Gomplex bilden, so sind (151) die Doppelpuncte des /usammcngesetcten 
Ortes die gemeinschaftlichen Dorchsebnittsponcte der drei Flächen D^^, 

Nnn ist X dasselbe in Bezug auf die beiden Flächen , , was 
diese iu Bc/ug auf D sind; folgUoh berQhrt X die D^,^, ; L^^^ längs zweier 

Cnrven jede v«i der Ordnung ^^^q ^ K^^ die man dmcli die Complexe 

der niedern Systeme erzeagen kanu^ weiche mau aas der gegebeneu Matrix 
erhält, wenn man in beiden die fi-tb nnd ^-te Zeile nnd bezüglich die />-te 
nnd «^te Colonne anslasst. Die nXmliohen b^den Curven bilden auch den 
Durchschnitt awischen X nnd Dy,^, wie man beweisen kann, indem man auf 

diese beiden Flächen da« Baisonnement anwendet, das man oben (156) bei 
den Flächen D^^ und D benutzt hat. Die drei FlUchftn D^^,, D^^ , D^,^ 
werden daher von ein und dersf ibea Fläche X berührt, und berühren sich 
d^er selbst untereinandei' in den 

1.9.3 

gemeinschaftlichen Pimcten der obigen beiden Curven, das heifi«t, in den 
Foncten, die durch die niedern Systeme er&eugt werden, welche die vorge- 
legte Matrix liefert, wenn man die p-te und *r'te Zeile anslasst Jeder dieser 
Berttbrungspnnete ssühlt fQr vier Durchschnittspunote , und folglich ist die 
gemeinschafUiehe Zahl der Doppelpuncte von D nnd X gleich 

Wir haben somit den Sats: Die dwreh ß Uneard projeetkfu<^e Systeme (/^—l)- 
Ur Stt^e imd v-ter Orämmg^ die einen eymmetriaeken Complex büdenf erzeugte 

Wie im Falle /«»S oder ai=:4 (162, 155) wttrde man noch bewäsen 
hönnett, daea D audi der Ort der Doffpdpttncte der m D^^ analogen Ftäehm iet. 



i) Saiko», a. a, 0, S. 496. 



157—158] £igenscha/(en ckr conjtigkrlen Äernjiächen, 
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C A P I X E Li X. 

EIGENSCHAFTEN DER C( >K JUGIEliTEN 
KKÜNFhÄORKN. 

158. Wir kehren sa der Betrachtung der Fundamentalfläehe der v-ten 

Ordnung ziu-ück, die wir als ganz allgemein, also ohne vielfache Puncte 
voraussetzen. Wir haben gesehen {S6) , dass die ersten Polai tirichen aller 
Puncte des lUHiiies ein lineares System im engern Sinne der l)-ten Ord- 
Diuqg bilden. IHe Jacobiana dieses Systems, das lieisst der Ort derDoppel- 
pwicte der ersten PolarflKchen, oder aueh (90) der Ort der Puncto, deren 
Qaadripolarfläohen Kegel sind, Ist (ld9) eine Fläche der 4(v— S)-ten Ord- 
nv r Man nennt diese Fläche die Hetnana oder die Krn^äc^ der Fun- 
äamentaliläehe. 

Es seien P^,P^, P^, P^ die ersten Polarflächen vier beliebiger Puncto 
"i' **2' **3> *4 ' nicht in derselben Ebene liegen; man kann dann (139) 
die Hessiana als Jacobiana dieser vier Flüchen (v — l)-tcr Ordnung ansehen 
Die ersten Polarflachen aller Puncte des ßaumes in Be>iug auf diese vier 
Flächen bilden nun (83) einen symmetrischen Complez aus vier linearen pro- 
jectiTisehen Systemen dritter Stufe und (v— 2)-ter Ordnung. Man bat da- 
durch den Sats: 

Die Hessiana ieaiisU 10(i/— 2)8 Doppel^unete, die mf einer mbegrmzten 
Zähl wn Flächm 3(v— 2)-?«* Orebimg , f , . . Hegen. 

Wir bezeichnen durch Pp^ die zweite gemischte rolarilache der helden 
Puncto tift.nfj und bedienen nns im Uebrigen der schon oben (iöö) ange- 
wendeten Symbole. Man siebt dann sogleich, das» (ki' Ort der Foh 
der Ebene o^a^o^ iai w» JBeswjr a^f die erstm PotaißSdies^ der Pmde der 
Ebene OjOga^ (1S8), und meh der Ort der Pole da- JSSbene a^a^a^ in Bettug 
catf die ersten PoloKfiSit^m der Puncte der Ebene ti^fi^ii^. Wenn aber (88) 
die Ebene eii^i^^^ die (v— 2) te Polarflache eines Punctes X ist in Bezug auf 
die erste Polarflache eines Punctes der Ebciie (T.tt.n^, so ist dieselbe 
Ebene flittg«! auch die erste Polarfläche von a^, in Bezug auf die (v— 2)-te 
Polarflächc von X, das heisst, aiO^a^ ist die Polarebeue von iu Bezug auf 
die QnadripolarflSche von %. i^ also der Ort einea Punete» jr, für den die 
Menen o^a^a^ , a^a^a^ «n Bemtg die Quaelr{pohrfiä<Ae von x ooi^ugieri 

Man hat den spectellen F«II: ist der Ort der Pole der Ebene 



1) Der Schnitt von durch eine der Ebenen a^^a^a^ , a^a.^a^ iat ofl'eobar der 
Ort der BertthniBgspanete der dnen Ebene mit den ersten Folaifliehen der Puncte 
der andom. 
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o^ii^a^ iii ß^utf ai^' (He erj/im Foloa^ßäch&i der Pmicts (Ui'sdbm Ebene 
auc^ der Ort eines Punctea, dessen Qitadripoktrßäche die JESöene ü^'^^ci^ dt* 
rähH; wird die nSmliche Bedeutung in Bezug auf die Ebene t^iH^ti^ 
haben. Wir nennen die Fläohen , gemäme jPoica^chen der respecthren 
Ebenen c^o^a^, «lOis^« ^io Fläche ^fj^ die gemischte Polarßäche der- 
selben beiden Ebenen. Wir haben so (155) den Satz: 

Die Uf'KKirtvfi, iixird von (kr »jf/ineinm Polarfläche einer hcMcMgen Ehm6 
länffi ciiißi' KiM7/icuroe Q(y—2)'^-ier Ordaung berü/irlf welche Ort Do^pd- 
pmcte d&r ersim Pokarfiächen ist^ deren Pole in der gegdbenm JSb&ie Uegen, 
Die beiden BerÜhrmgseuirvm der Hessieata mit den gemeinen Pohrfiächen 
sswei hdiebiger Ebenen Uegen beide mf der gmistMen PoUurßäeke dieser h^den 
Ebenen. Alle gemeinen und gcmhcUeji Pciasifiädten tmd /olgH<A <mch alle der- 
artigen Eaumcui'ven S(v—2y-ter Ordnung g^en darek die 10(v— 2)* J}oppel- 
punote der Hesaianv» 

159. Die gemeine Polarfläche $ einer beliebigen Ebene «laja^ hat 
4(ii->2)S Doppelpnnote (152), die auf einer unbegrenzten Zahl von Flächen 
2(v— 2)-tei" Ordnung (Pjj , P„ , . . .) liegen. Sind , «l„ zwei auf einer gege- 
benen Geraden fixierte Punete, und ist ein auf einer andern Geraden g 
beweglicher Pnnct, so bilden die Flächen /'^»i'^j^ zwei projectivische 
Büschel, die eine Flache P der 2(v — 2)-tm Ordmmg ei'zeugmii welche der LH't 
d^" Foktrcm-vm (f - 2)2-te}- Ordnung der Geraden a^Og. in Bezug auf die 
ersten PolarßiUAen der Pmete von g ibt (86). Wenn aber (84) die ersten Polar- 
fläeben von a^, in Bezug auf die erste Polarfläche von durch einen 
Punct 0^ gehen, eo geht umgekehrt die crete Polarfläche von (i|r in Bezug 
auf die (w— 2)-te Polarfläche von durch 0^,0^, das heisst, die Polar- 
ebene von in Bezug anP die Quadripolarfläche von geht durch die 
Geradö a^a^. P ist daher de»' Ort eines Fundes a-^, /ä»* (kn die hi Be^'sitg 
auf die Quadripolarßäche von a^^ Coayugierte von g durch die Gerade a^a^ 
gesdmUen itnrd. In dieser Definition kann man offenbar die Geraden a^a^r 
und g mit einander vertauschen, und P ist edsö auch der Ort der Polar- 
curven mn g in Bemig auf die ersten Polarßficha /l r riii" 'i:. «^0^. Nach 
dem Vorhergehenden schneidet die Fläche Pp^ die Fliicho P in zwei Curven 
(v— 2)--ter Ordnung deren eine die Polarcurvp dor Ger/vden et^,fl^ in Rc>riig 
auf die mte Polar^äche de« Punctes a^ von g, und die andere die Polar- 
curve von g in Bezug auf die erste Polarfläche des Punetes üp der Geraden 
o^a^ ist. Die (v— 2)^ gemeinschaftlichett Puncte dieser beiden Curven sind 
aber ebensoviele Bertihnuigspuncte zwischen Pp^ und P, und P ist daher 
fm<Ji die mdiäil&nde Fläche der «weiten gmischten Polarfiäßhe >/ Vr beweg- 
licher Pole, eines auf g, des anderen auf <Xp<x^, Wir nennen diese Fläche P 
die genmchie Polarfläche der rTpr.ifleit 7 und a^a^. 

Für die Fläche ^ sieht man leicht, dass die 'S die gemischte Polar- 
fläche der Geraden ist. Pj, hat ebenso die nämliche Bedeutung 
in Beaug auf swei susammenfallende Geraden, das heisst, P|j dm (M 



168-168] 
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der Pofe, dam (^dripolarßuAen die Gerade o,«, berÜhrenf n. s. w. Wir 
nennen diesen Ort die gemeine Polarßäche der Geraden «i^a^. Ans Allem 
erhält man achliettlich (152): 

Die (/emeine Pfjiaißäe^e einer gegebene» Ebene mrd vcn der genmnm 
Polarfläche einer heiiediffm in düser Ebene gelegenen Gerculcn längs einer 
Raumcurve S(v—2)'^-ter Ordnung berührt, die der Ort der Pole der Ebene in 
Besiu^ auf die ersien PolarßäcJieu d&' Punde der Geraden, ist. Die bddm 
BerUhrungecurve» zwia^en der PölarßiU^ der Ebene und den gemeinen P<h 
lewßä^en meeier Geradtn, die in dieeer Ebene gebogen eind, Hegen am^ der 
ganieehien Polarflä/che der beiden Geraden, ASe Jene gememen und gemiechten 
Polarßächm dei- Geraden der Ebene, und folglich auch aße elbigen Raumeurven 
3(v— 2)2.fer Ordnung gehen durch die 4{v—2)^ Doppe^punete der Polairfiäche 
der gegebenen Ebene. 

160. Die Fläehe Ppf„ «weite gemischte Polarfläche der Puncte , a„ 
l&Bst selbst wieder eine Definition ca, die derjenigen fGlr die Flachen 
und analog ist. Geht nHmlich die eiste Polardache von in Besng 
auf die erste PoladlMche von dnrch einen Punct so geht umgekehrt 

(84) die erste Polarflliche von a„ in Bezug auf die (v_9)-fe PoIarflHcho von 
durch o^, das heisst, die Polarebene von ix^ in Beuug nui' die Quadri- 
polariläche voa gebt durch P^^ iat ako der Ort eines Punctea 
/Kr den die Puncte a« , m Bmtg auf die Quachipoksrßä^ von con- 
Jugiert eind. Fallen die Puncte o^,(i^ znsammen, so. kommt man auf die 
Erklämng von Ppp jrarQck (gemeine zweite Polarfiäthe des Pnnctes a^). 

161. Die gemeine Polarrtäche ? einer bellt.'bigcr! Geraden ttjCJ,, hat 
(v — 2)3 Doppelpuncte (l&l), die in einer unbegrenzten Zahl V 'U Flächen 
(v-2).ter Ordnung (-^it > » • • •) ^'^S®^' ^^^^ folgenden Sata 
geführt: 

Die gemeine Polarßäeke einer gegebenen Geraden wird von der snoeiten 
gemeinen PoIa$;fiä(Ae «hm« beüedigen Punetee dieeer Geraden länge ein»- Raum- 
curve (v— 2)3-*er Ordnung berührt, welche die Polarcurve der Geraden in Bcr 
zug auf die erste Polarfläche des Pnnctes ist. Die beidm BerüJirungscurven 
äwischm der Poktrfl^ch^ rkr Gfn'fden und den ztaeiten gemeinen Pohr^ärhen 
»Weier beliebiger Puncte der nämliche» C!&radm liegen auf cUr ssumim gemischten 
PoU»fliSu3ie beider Pwnäe. Alle J&te gemeinen und gemieteten PoUafUlt^ 
der Punde der Geraden, undfolgUiA oucA alle obigen Ourven (y—^^^'ter Ord' 
nung gehen durch die (v—^ Doppe^mcte der Polarfiät^ der gegebenen 
Geraden. 

162. Ahr dem Vorhergehenden (159, 161) folgert man: Die gemeine 
Polarfläche einer Ebene isf dir (■iiihillft-ndf. FJflehe der gemeinoi Polarflächen 
der Gerodete *» dieser Ebene. , und; Dia genmne Polo/rflädie emer Geraden iet 
die einhtUknde Fläche der gemeinen »weUe» PoUxrfUk^ der Punde dieeer 
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Geraden. Man kann noch hinzufügen (152, 156). Die gemeinen und gmiaehten 
Polcurfiäehen aweier Geraden j die in deret^bea Ebene Hegen , werden von der 
zteeiten geamnen Polarßädte dee DwcfischniUsjmnctea {Keeer Geraden m den 
nämlu^ Fmcten berißa^. (Es folgt daraus noch, daes die gemeine 

Pntarßffrhe eino' Ebene auch die ehihvMtmfh Fh'irltp der f/emeinm zvmtcn Po- 
larjiachfii rhr Pmicfe der Eben^ist); um] : die trenio:Tion und g'jmischtcn Polar- 
üiLdieii zweier Ebenen werden von der gemeinen PülarÜäcäe der gerneidschaftp 
lieben Geraden beider Ebenen in denselben 4(^—3)' Pvncten bertlbrL Aus- 
serdem anch noch (153): Die BanmcnrTe 3(>«— 2)>-ter Ordnung, Ort der 
Pole einer gegebenen Eb^e in Besng auf die ersten PolarflSohen der Pnncte 
einer gegebenen Geraden, liegt auf der gemischten Polarfläche dieser Ebene 
lind einer beliebigen andern Ebene, welche durcTt die sjec^pbeno Gerade geht, 
Uüd ebenso auf der gemischten Polarfläche dieser Geraden nnd einer ;indci a 
beliebigen Geraden, die in der gegebenen Ebene liegt. U. s. w. , it. ». w. 

163. Die ersten Polarflächen der Pnncte einer beliebigen Geraden bilden 
ein Büschel, welches 4(v~2)> FlSchen enthält, die einen Doppelpunet besitzen 

(125). Folglich der Satz: 

Der Ort (kr Pole, deren er sie Pokaßäeiien amm Doippdpmct haben, iet 
eine Flache 4<'v— 2)'-;?« Ordnung. 

Man nennt eie cot^ufficrlc K&riifiäciie oder Steineriana. 

Wir kdnnen sagen (90), die Heeeiana iet der Ort der Punote, deren 
Qmdripolatrflächen Kegti eindy nnd die iSteineriana iet der Ort der Bf^eitel 
dieeer Kegd. 

jyic Heeeiana und die Steineriana enteprechen sich Punct für Punct, Tst 
0 ein DoppeTpanct der ersten Polarflnche eines Punctes o', das hcisst, ist o 
der Pol eines Quadriki gds rnit den» Scheitel o', so sind die Piiucte o, o' 
£wei ent^iprechende P miete dei* Sessü^ui und tSteüi&'iaiia, 

164. Die' Heeeiana iet auch der Ort der BerÜhrtmgepwnete ztoischen den 
ereten Polorßät^m (133). Es seien a, o' svei entsprechende Puncto der 
beiden conjugierten KernflSchen, dann bestimmt die erste Polardäcbe von 0' 

in Geraeinschaft mit einer andern ersten Polarf^Hchc , die durch 0 geht , ein 
Flächeiibiiscliel, dessen Fl;iclirn in 0 vun deiselhrn Ebene i> berührt v-erden. 
Jeder Punct |), der dieser Ebene und dur i''(Uu ebene von 0 gemein ist, 
besitzt eine zweite Polarfläche, die durch a geht die Gerade po ist in 
der That Tangente der ersten Polarfläche von |> in 0. — Nun besitzt der 
Punct 0* aber selbst diese Eigenschaft, also liegt 0* auf dem Durchschnitt 
der Ebene E mit der Polarebene von 0, das heisst, dt« Ebene E g^t etäe 
durch die Gerade 00*. 

165. Es seien 0,0^ zwei unendlich nahe Puncto der Hessiana; o',a\ 
die ihnen entsprechenden Puncto der Steineriana. Sobald die ersten Polar- 
fläoben von 0', 0'^ unmittelbar aufeinander folgen und je einen Doppelpunet 



163'~168] Eigen9chaflten der eot^ugieiien Kmt^täehen. 
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Of besitzen , gebt ihre Duiclisclmittscurve durcli o, und folglicli muäs die 

Polarebene toh 0 dateh «V| gehen; welche Gerade die Steineriana in 0' 
berührt Dies ist stets richtig, was ancli die Biobtnng dieser Tangente ist, 

md folgUch tat dU Polar^me einet Punctee der Heesicma Tangeniiai^ene 
der /^ehteriana im etUepreekenden Functe. 

Man leitet hieraus ah, (!ass Sfemmana ^hr Fhu-Jie von d'^ 4(v — })'i(v — 2)- 
tfii CUtA'SP denn dies ipt die Zahl der Durchsehaittspuncte dei" Uessiaua 
mit der I^ülaicuive einer Lelitsbigen Geraden. 

166. Die Pole einer Ebene in Besag aof die Fnndamentalfläche sind 

(87) die (v— !>' Durchschnittspuncte der ersten Polarflächen dreier Pnncte 
a, b, c dieser Ebene. K-i sei a ein Pimct der Sieiiioiiana , nnd obc die 
Tangentialebene dieser Fluche iu aj in diesem Falle besitzt die erste Polar- 
fläche Ton a einen Doppelpun et a', and die ersten Polarfläohen yon b nndr 
gehen durch a'. Daraus folgt der Satz: Die TaitgeniialebeM der Steineriana 
hat tn dnem ihrer Pimcte zwei mit dem correepondierendm JPutuste der Heeeiana 
meammatfaUende Pole, 

167. Ein Doppelpaoct 9 der Hessiaaa liegt auf der geinisohten Polar- 
flaohe aweier beliebiger Ebenen (158), das heisst, es gibt auf einer beliebigen 

Ebene einen soIchcMi Puiict , dass die Polarebene ron m iu Beeng auf die 
erste Polarfläche dieses Punctes unbestimmt ist, oder antlers ausgedrückt: 
es gibt in einer beliebigen Ebene einen i\ii;ct, dosäen erste Pol.iifl'iclie in a» 
einen Doppelpunct hat. Folglich ist w ein Doppelpunct einer unbegrenzten 
ZaU erster Polarüädien, deren Pole^ die natürlich der Steineriana angehören, 
(168) in gerader Linie liegen, denn es gibt einen solchen Pol in jeder belie* 
b^gen Ebene. Dem Fmote » enteprieht aUo mfder Steineriema anstatt eines 
dnaigen Punctes eine Gerade, von der daher jeder Punct für die Quadripolar- 
ffäche von w ein Doppelpunct ist. Das heisst : Die Qiuulripolarfläche vm ttf 
i^t ein Ehenenpaar, welches durch diese Gerade ge?U, und die PoUsrebem von 
tp befü^n't diß J^^miana längs di&m' gataem Q&radm. 
Man hat folglich den Sats: 

Die iSMneriana enihäit 10(^—3)' Oerade, die euwdn den Dqppelpuncten 
der Heeeiana entsprechen. 

iC8. Zwei bezüglich :iuf der Ilossiana und Steinei'iana gcIet^OTic Carveii 
kaun man entspre/^hend nennen, sobald die eine der Ort der entsprechemien 
Pnncte der Punete der andern ist So sind snm Beispiel die ebene Curve 
4(v<r*2)<'-ter Ordnung, in der die Steineriana durch eine beliebige Ebene E 
geschnitten wtfd, und die Baumcunre 6(v— 2)s.t6r Ordnung, längs deren die 
Heseiana von der gemeinen Folarfläche von E berUhrt wird (158), zwei ent- 
sprechende Ctirven , weil die zweite Cutto der Ort der Doppelpnncte der 
ersten Polarflacheu der Pancto von E ist. 

Man kann auch sehr luiciit die Uurvc beatimmen, welche der Durch- 
schnittscunre der Hessiana mit dnev beliebigen Fläche 8^ der ff ton Ordnung 
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entepricht. Es sei A' nio einhiiilenilc Fläche der Folarebenon der Puncte 
voa iSf^ eine Fläche, die auch der Ort def Puncte ist, deren eiste Polar- 
flKchen berühren (M). Ist o ein gemeinscliaftliclier Punct von 
und der Hesaian», eo bertthrt die Polarebene von a g^eicbzeitig K und die 
Steineriana im entsprechenden Funete o' (165). Nun heriihrt die erste Folar- 
flSche von o', da sie in 0 einen DoppelpTOct b^tat, in diesem Pnncte; 
0' wobürt also auch K an, und folglich haben die Steineriana und die Fläche 
K einen Berührungfsj^nnet in 0. K hrriihrt daher die Steinenana längs der 
CurV6, ißticJie der DurcMchnittsmrve- ü». <■ Hesoltinn, mit 5^ entspricht 

Die Puncte, in denen diese Bei'ühruugäuurve von einer beliebigen Ebene 
geschnitten -wird, entsprechen den gemeinschaftlichen Functen von 8^ und 
einer Curve 2)'-ter Ordnung. Dw Ordnmg der BerÜhrungsetarv* ist 
daher 6Mv— 2)8. 

Man kann anch nach der Ordnung von K fragen. Die Puncte, in denen 

diese Fläche von einer beliehigen Geraden getroffen wird, f?ind die Pole cben- 
sövielci' Flächen eines Büschels, welche iSß berühren; lolgiich (137) ist K 
von der Ordnung 

/*[3(v-2)s+(/*-l)8+2(v~2)Cet-l)] . 

Ist At = 1, so ist K, Ott eines Pnnctes, dessen erste Polai*fläche eine gege- 
bene Ebene berührt, von der Ordnung 3(y~-2)*, wie man schon früher (94) 
gefunden hat 

169. Wir haben oben ''69) g^psphen, dass die QiiadripolarflKche eines parn- 
lidli.schfn Puiictes dtir Fumlatiientalhäche ein Kegil ht. Iliugekehrt ist es 
klar, ä&aö Jeder Punct der Fundameataliläche , dessen Quadripolarfläche ein 
Kegel ist, der aber sonen Scheitel nicht im Pole haben darf, da man sonst 
einen Doppelpvnct hätte, ein parabolischer Punct sein muss. FblgUek i»t 
dm- Ort der parabolischen Puncte diejeDsge Bantmcwrve ^viy—iyter Ordnung^ 
ivelcM dm Dureh9<AniU der Fkmdammta^äehe mit der Hessiam darstellt. 
Diese- Ourve theilt natürlich die FIHche F,^, in üwei ßegionen, deren eine die 
hyperbolischen Puncte. die andern die elliptischen Puncte enthält, (25. An- 
m&rkung ^)), Das heis^i, die Tangentialebene eines Funcceä der Fundamental- 
flache Fy schnadet diese in einer Cunre, för die der Berährnngapunct ein 
Knotenpnnct oder ein isolierter Punct ist, jenachdem derselbe der ersten oder 
zweiten Begion angehört 

170. Eine Tangentialebene von F^^ iät ätutionär, wenn der Berührungs- 
punct parabolisch ist. Nun trifft die erste Polarfläohe eines beliebigen Ponctes 
des Raumes die parabolische Curye in 4ev{v—l){v-^2) Pnncten; die Zahl drückt 



1) Bas nftmlidie Baisonnraient zdgt, dus auch die developpable Polarfildie 
einer Geraden die Stdneriana in den entspreoheiiden Funoten der Durchsdimtls- 
puncte der Hessiaaa mit diesor Geraden berlUirt, Dieselbe S^gensebsit gilt Air eine 
beliebige Curve. 



ICS—ITS] EigwscJiofien der cot^ttgierlen Kan^äeksn. 
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also ans, wieviel stationäre Ebenen darch den beliebigen Piinct gehen, wie 
man schon anderweitig gefanden (67). 

171. Man setze jetzt voraus, tlie F»n'1am<»nta]fläche enthalte eine 
Gerade a, Eino belieltitr ilurch a gelegte Ebene öchneidet in einer Curve 
(n— l)-ter Ordnung; und eine Fliiclie (v — l)-ter Ordnung, die mau ebenfalls 
beliebig durch diese Cnrye legt, schneidet Jt\ nochmals in einer Raomourve 
c der (v— l)>-ten Ordnung, die man als Basis eines BOsehels (y~l)-tor 
Ordnung nehmen kann. Eine beliebijge Flache S dieses Buscheis schneidet 
Fy in einer ebenen Curve (v^l)-ter Ordnung, deren Ebene E durch die 
Gerade n pcht, denn die letztero Carve muss die v — 1 Durchsclmittspuncte 
von .S' lind a enthalft n. Man kann also mit Hille zweier projectivischer 
Büschel erzeugen, eins das Büsdi&l dei* Ebancn E durch a, da& andere der 
FlKchen 8 durcfi e. 

Jede Ebene B berührt in v— 1 Fnncten, nämlich m den Poncten, 
in denen a die E entsprechende Fläche S trifft, denn diese Punote sind fOr die 
Schnitteurve von und E Doppelpuncte. Man kann die Zahl der Ebene 
E verlangen . welche F,^ ausserhalb dor Geraden a bervihren. Kinc Ebene 
M beliebig daioh a gelegt bcrlilirf o>- 2)2 Fl^^rben -S", denii dies« bilden 
ein Bfischel, denen ebensoviel Ebenen E' cntäpruuLun. Umgekehrt Ist die 
einer bdiebigen Ebene E' entsprechende Fläche S' von der Classe (v— iX"— 2)* 
und wird also von ebensovielen Geraden E bertfbrt Es geschieht also 
3(v— 2)*-j-(v— iXf— 2)* mal, das zwei Ebenen /v imd E' zusammenfalle; das 
heisst, et gibt — 2)2 Ebenen E, deren jede Fy, in einer Curve {v^\)-Ur 

Ordnung mit einem DoppeipwicU »(^meidet. 

In dem Bä-Jcliol der Flscben >S gibt o? 2<'v — 2), -welchp a berühren. Die 
BeruhrangRpuncte sind die Doppelpuncte der Involuti: :i i'i^ — l;-ten Ger.nles, die 
durcli die Flächen S auf a erzeugt wird, oder, was dasselbe ist, durch die 
Cnrven (v— l)-ter Ordnung^ die den Dnrohsehnitt von Fy mit den Ebenen E 
bilden. Biese S(v>-2) Puncto sind die einaigett parabolischen Puncto, die 
sich auf a befinden; denn, ist em Punot von a parabolisch, so muss die 
Tangentialebene E von F^ in diesem Pancte letztere Fläche längs einer 
Curve (i/— l)-ter Ordnung schneiden, die in obigem Punete durch a berührt 
wird. Da aber nnderpvseits die Hesi-iaiiu von der 4(s'~2)-ten Ordnung ist, 
so müssen die 2{y~2) genannten Punctu die Uy—l) Durcltschnittspuuete 
dieser Fläche mit der Geraden a repräsentioren. Daher der Sata : 

Jede Gerade, die auf der RMdameaialßäche liegt, berührt die HeeHasta 
in 2<v— 2) Pwict&n md folglich OMch die paraboUeche Curve. 

179. Was ist die Ordnung de? Ortes der Paare osculierendcr Geraden 
der Fundamentalriiiclic in den runctt n der Durchschnitlscnrve dieser Fläche 
mit eiuei" andern Fläche der /Jt-ten Ordnung V Erinnern wir uns, dass 
die Osculierenden in einem Fnncte von Fy den Durchschnitt der l^larebene 
mit der Quadripolarfläche dieses Pnnctes bilden (69). Es sd daher g eine 
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beliebige Gerade; r ein beliebiger Punct dieser (reradcn. Wenn eine Qiiadri- 
]>oIarflKche dnrdi v yelit, so ist der Ort dos Poles die zweite Polarlläche 
von Xf welche die Curve (/^i-) in — 2) Puiictcu schneidet und die Polai- 
ebenen dieser Puncte treffen ff in /uv<v— 2) Pnuefen y. Umgekehrt haben 
die Polarebenen, die dureh einen beliebigen Ponet x* von g gehen, ihre Pole 
auf der ereten Polarflache von x', irelche die Cnrve Cuv) in My^I) Ptmcten 
treffen , deren Quadripolarflachen S/tK"'"!) Pnncte x raf ff bestiminen. Es 
gibt ako auf g 

//v(v— 2)-t-2M*'-l) = .«v(3v— 4) 

Puncte, In denen ein Panct x mit einem Pnncte jr' snaammenfaUt Man 

erhält so den Satz: 

Der Ort der OiculUrmden der FmulamcntalfläcJi& m dm i*ttncten der 
DurtAwhmttseurve dergelbm mit mer andern FlädU Sf^ Mtr Ordnung üt 
eine Fläche der MS»*— 4)-^«t Ordnung. 

Für diese im Allgemeinen vindeohiefe Fläche ist die Carve {ft») doppelt, 
denn jeder Punct derselben ist der Durchschnitt zweier gradlmiger Oene- 
ratrizen. Ist ft^l, so schneidet der fragliche Ort die Ebene 'S* In dem 
Sclmitte der Fläche duiHsh 3 und in den 3v(v— 2; stationären Tangenten 

diefier ebenen CuiTe. 

Ist j«=4(i'— 2), so geht die Ordnung de.s Ortes in 4v(i'— 2)(8v— 4) über; 
ist aber tSß die Hessiana, so darf man nur die Hälfte dieser Zahl nehmen, 
da in diesem Falle die Curve (/ty) die parabolische Cnrve ist (169), «nd 
folglich in jedem ihrer Puncte die beiden OscuUerenden cusammenfoUen. 

In demselben Falle ist der Ott eine Developpable, da die Tangential- 
ebene eines parabolischen Punctes von stationär ist, das hdsst, da sie 
aU» eine Bitangentialebene hetracht den muss, deren beide Berährungs- 

puncte unendlich nahe sind, und da zwei stationäre Ebenen, die unmittelbar 
auf einander folgen, dincli die Oscnlicrcndc gehen (31). Daraus folgt: De?' 
Ort der OscuUerenden längs der paraboiüdien Owrve füUt mit der einklÜlenr 
den FUtehe der etatuynärm Ebenen 1), deren Classe vir schon 

früher bestimmt haben (67). 

173. Man veilangt die d&r Fimdmmta^äehe /v^^/s der DunAet^nitt»' 

eurve y-ter Orc/nviKj mit einer JZbene M umge^chrirhrvf Diwdoppahjp. 

Die erste Polarfläche eines bpliebigen Punctea v des Paiunes Iriift die 
Corve (f) in ^{v — i)Puncteii, also ist die Ciassc der Develo^ai/len gleich uiv—lj. 

Wenn swei dieser v(f— 1) Pnncte susammenfalleh, so gehört der Punct 



1) l>iese .DevdoppabU ist der üteineriana längs der Curve von der Ordnung 
6>'(v— 2)^ vmgetehriebenf toeleAe der para^iteken Curve ent^i»iehi (168). In der 
That» ist 0 parsboUsdier Punct, so berOJwt die — hier stationäre — Polarebene 
▼OD 0 in fiesem Funote iin Fmdamentalfliche nnd im consspondierenden Puncte 
die Steineriana (165). 



173—174] Eigtouekc^im d«r wi^ugUHm Eemßäehm. 
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X der Developpablen an. Wieviel solcher Pancte gibt es nun auf einer 
beliebigen Geraden Die ersten Polarflaohen der Punete von g bilden 
ein BOschel und solineiden also die Ebene E in einem Garvenbüschel (m— l)-ter 
Ordnung in dem es v{$v—S) Cnrven gibt welche die Cnrve (y) berühren, 
sobald man diese ohne vielfaclie Punete voraussetzt. Hat diese Gnrre ^ 
Doppelpuncte und x Spitzen (das heisst, 'lat F o gewöhnliche und x stationäre 
Berührungen mit F^), so geht ohige Zalil über in ■■".^y—b)—(^ä-\-Zx)^). Dm* 
ZaJd drückt daher die Ordnuny untrer JJevdoppabkn am. 

Gibt es unter den v{y—l) Durchschnittspnncten der ersten Polarfläche 
von % mit der Ourre iy) drei zusammenfallende Punete, so liegt x anf der 
Cnspidaicurve der Developpablen; hat dag^en die erste Polarfläohe von f 
awei Berührungen mit der Curve (v), so ist % ein Punct der Doppelourve 
der DoveloppaWen. Man kann daher nach der Zahl derartiger PuKcte .r auf 
einer beliebigen Ebene fragen. Die ersten Polarliächen der Punete dieser 
Ebetie schneiden E in einem Curvonnetze (i^— l)-ter Ordnung, in dem es 

2)— (G'i4-Sz) 

Cnrven gibt, welche die Cnrve iy) osculiuien, und 

Curven , welche die nämliche Curve in zwei getrennten Puncfen berühren. 
Diejte Zahlen drücken die Ordmung der Cnii-pidaJn'rre und die Ordnung d&r 
Knoteneurve d&r Developpablen aus, xm die es sich handelt. 

174. . Was ist der Ort «in«» Punetegf deaten Quaehipclarßäche in Bessug 
mtf durck die ScKatel eine» Tetraeder» gAiy dm einer gegebene» JF^KCfte 
8 meUer Orämmg conjugterf i^f Seien a, Ii e^vei beliebige Punote desBanmes; 
c die Curve (v — ?)2-ter Ordnung, die der Durchschnitt der ?;weiten Polar- 
flächen von tt, b ist, und fidglich Ort der Pole der Quadrij)oIarflächcn, \velcho 
durch diese Punete gehen j a', b' die Punete, in denen üS die in Bezug auf 
8 reciproke Gerade von ab schneidet. Die Qnadripolarflächen die durch o 
und h gehen, bilden eine Reihe, von der(v— 2}* dnrch eben dritten beliebig 
gegebenen Ponet gehen. Es wird daher auch (v—S)' Qnadrfflächen dieser 
nSmlichen Reihe geben, welche das Segment a'b' hannonisch theilen, das 
heisst, die Cui-ve c trifft den gesuchten Ort in (v— 2)' Pnncten. FolgÜch i»t 
dieeer Ort eine i'läche von der ('h-dnuncf 

Jeder Punet, der die.'ieni Orte luid der Hessiana j^emein ist, ist dann 
der Fol eines Quadripolarkegels, der einem/S'coiyugierten Triedcr umgeschrieben 
ist. Folglich hat main (168): Der Ort der SiAeitel der Quadrikegelf toefcfts 



a) Eirdeiluwj, Nr. .S7. 
») Einleitung, Nr. 103. 
t) Bink^mgt Nr. 108. 

GaBKOHA, OberflScbeii. 10 
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d^-n d'^' gcgebenm Quadrißäche cmtj^irfm'tm Tntdtm umgetchrieben nnd, üt 
eine Maumcurve der ti^v — 2)^-t&i Ordnuny* 

176. Was iat der Ort eSnes PmUeSf de»«ett Quadripolaißäche einem 
Tetraeder migeschriehm ist, che einer gegebenen Fläche S zweiter Ordnung 
conjugieri istf Es seien A, B zwei beliebige Ebenen ; « die Cui ve 9(1*— 2)2-ter 
Ordnung, die den Durchschnitt der gemeinen Folai'fiaühen der Ebenen .4, R 
darstelii, und »uiuit Ort der Pole dei- QuHdripolarÜäcbeu, welche beide obigen 
Ebenen berühren ; A', die Tangendalebenen von welclie dureh die in Be- 
eng auf 8 reciproke Qerade von AB gelegt und. Die Quadripolarflächeo, 
die A und B berfiiiren, bilden eine Reihe, von der je 27(^—2)' eine beliebige 
dritte Ebene berühren; es gibt daher auch 27(i''-2)* solcher Flächen, welche 
7.n den Ebenen A', B' conjugiort sind. Die Curve c enthält also 27(v— 2)' 
Puncto des gesuditen Ortes, und dieser iat daher «»« Flüche von der Ordnung: 

27(v— 2)»:9(i'-«)» = 8(v-2) . 

Liegt ein Scheitel <r des zu iS eoigugierten Tetraeders auf S selbst, so 
ißt seine Gegenfläcbe die Tanf^cnfialebene dicsL-r Fläelic in r, und von den 
drei übrigen Seitenflächen tlillt eine mit derselben Tangentialebene zusammen, 
und die beiden übrigen sind zwei beliebige Ebenen, die man durch zwei 
com'ng^erte Tangenten von S in x gezogen hat. Ein solches Tetraeder kann 
man daher stets als einem Quadrikegel toiu Scheitel jr umgeschrieben ansehen. 
Ist folglich X ein gemeinschaftlicher Pnnet ron S und der Hessiana, so gehört 
der Pol des Polarkegels vom Sciuitel f dem Orte an, um den es sich handelt; 
das beisst: dieser Oft schricidet du: Ihssiana an der OWv«, welche der Durch- 
etäimUscurve der Stiiniriaiia nn< S ini.^prii'ht. 

Wenn S das öysteni zweier Ebenen ist, so witd der betrachtete Ort 
offenbar die gemischte Polarflache dieser Ebenen (15S). 

176, Wir snclien den Ort eines P^meten, dessen Qiiadripofarßäche in 
Bessuy auf die Fundanimtaijmdie Fy durc/i die iSchätei eines IVtracilt-ri^ i/^^d, 
■welches der Q^adri^olaa-Jläclce des ttämUc/t&i FumtCd in Bezug auj dit Ihäduna 
Conjuffi^ iet. 

Es sei g eine beliebige Gerade ; jr ein Punci auf g. Der Ort der Pole 

der QuadripolarBäühen in Bezug auf F^,, die den Totiacdern umgeschrieben 
sind, welche der Quadripolurfläche des Punctes jr nach der Hessiana genommen 
conjnf2ri*?i't sind, schneidet die Gerade </ in (^—9) Puneten x' (179). Soll 
uiugükeiu'C eüie Quadripolariläclte in Beisug auf die Hessiana einem Tetraeder 
conjugiert sein, das der Quadripolarflache des Punctes jt" in Besug auf J^y 
eingeschrieben ist, (das heisst, wenn die erste QuadriflSche einem der zweiten 
oonju^erten Tetraeder eingeschrieben sein soll), so ist der Ort (175) eine 
Fläche von der Ordnung df^^f — 2) — 2], welche g in ebensovielen Puneten 
X »ohneidet. Diese Gerade enthält also > — 2 + 12(v— 2)— 6 zusammenfallenden 
Puucte V, v', oder mit aaderu Worten, der gesüßte Ort ie$ eine Fläche der 
(ISv — ö2ystm Ordnung. 



X74— 17S] Eig9rueha/ten der coi^ugierten Kert^äeksn. 
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Betrachtet mau die gemeiiischaftUcben Puncto dieser Fläche und der 
Hessiaua, so können wir weiter behaupten : Der Ort eines Pnnote« der He»- 
aiana, dessen Polarkegel einem der Quadripolarfläche des nänalicben Ponctes 
conjagierten Trieder mngeschrieben ist, diese FISche nach der Hessiana 
genommen, ist eine Banmoarve von der Ordnung 4(v— 2X13v— 33). 

177. In ähnlicher Weise findet man den Satz: Z)w Ort eines Puncfcs, 
dessen Quadripolarjkiche luus/i eineni Tetraeder emgesohrieben ist, das cJer 
Quadripolai^ßät^ de» n&nlkAen Punctee in Besag auf die Heeekma eot^ug^eii 
ietf iet eme FUkike T der Ordnmg 

4(v-2)-2 + 2) = 7V-16 , 

Diese Fläche sehneidet die Hessiana in einer Curve, von der jeder Pnnct 
in Benag auf der Pol eines Qnadrikegels ist, dessen Scheitel auf der 
QnadripolarflSche des nSmlichen Punetee in Besug aof die Hessiana liegt. 

Fcigfi^ igt der Ort wtee Pmustee der Heenana, dessen. Q^adrij^clarflS/Ae naeh 
der Hmnana genommen, durch den entsprc /t, ndm Pitnct der •Steinariana geht, 
üne Rov.mcurve der 4(v — 2)(7f — \^)-tm. Ordnung, dis auf d'-r .Flache T liegt,. 
Diese Curve geht isweimal dui'ch die 10(^—2)3 Doppelpuncte dev iiesäiaiia, 
denn jeder Punot derselben hat eine unbegrenate Zahl entsprechender Puncto 
in gerader Linie (167), welche die Quadripolarfläohe dieses Ponctes naeh der 
Hessiana genonunen zweimal schneidet 

1 78. Wa^ ist der Ort «rnee Puncles, d^smi Polarfhmc in Bezug vMf die 
Jltssiana die Qnadripolarfl('k'he des näii'.lic/icrt. Puvrtea in Ijf:>fg auf 
b&^trif Jia sei g eine beliebige Gerade; x ein Puiict auf g\ X die rolai** 
ebene von % in Besag auf die Hessiana. Die Quadripolardäohen nach jPy, 
welche die Ebene X berühren, haben ihre Pole auf der gemeinen Polarfläcbe 
dieser Ebene (158), welche g in 8(i»— 2) Punoten JT* schneidet. S( II umge- 
kehrt eine PoUrfläche durch x' gehen, so ist die entsprechende Ebene Tan- 
gentialebene der Qu;idripoI?ii*fläehc von jr'. Nun liegen aber die Pole — nacU 
der Hessiana genoiiimen — der Tangentialebenen einer Quadrifläche aui' einer 
Fläche der 2(4(v— 2) - Ij-ten Ordnung (9G), die g in ebensovielen Funoten jr 
schneidet. Die Oerade g enthUt also 

8(v-2)+8(v-2)~2 = 11»'— 24 
sttsammenMende Puncte jr, x\ und der geew^fe Ort iet aleo eiM FVleke G 
der (llv— 24)-«<«» Ordnung* 

Ein Ponct x der Fläche T (177) ist der Scheitel eines der Quadrlpolar- 
fläche Ton x nach genommen umgeschriebenen Tetraeden, das zugleich 
der Qnadnpolarfläche des nnmlichen Punotes in Bezug auf die Hessiana con- 
jugiert ist, wenn mir der Punct. X auf' d'jr rtclproken Polarfläche der ersten 
Quadrifläch© in Bezug auf die zweite liegt, in wekheui Falle die Polarebene 
von X, nach der Hessiana genommen, die Qoadripolarfläohe dessdben Punote» 
fOr Fy berahrt. Das heisst, unter dieser Voranssetsung ist X auch ein Punct 

10» 
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von E. Der Ort eixvs Punctes ako , der ein ßdidlel mm Tetraeders ist, das 
h^zi^lü^ dm Qmdt ipolarßäeAm dtssdhm Punctes neuA und nach der 
He$tiana genmmm unmen^riebm und eot^jugiert tri, tat eine Batmeurve von 
der Ordnmg (llv— 24X7v— 16), die den Dter^eeknät der FläiAen 6 md T 
hOdet. 

179. Was ist d&r Ort eines Punctes, dcsistn Folarebene m Bezug auf 
die Heeeiana einer geg^enen Ebene Eji^ m B&mg auf die Qftadr^lairßlkke 
deeedbm Punete» eoi^jugiert iet, let»tere Fläche naeh Fp genonmenf Ist x 
ein Funot einer Oeraden and X die Folarebene von x in Bezug auf 
Hettiana, ao schneidet der Ort der Pole der Quadripolai flachen nach Fy, fUr 
welche J?^ und A /.wei conjugierte Ebenen sind, g in Hiv — 2) Puncten jf' 
(152); umgekehrt, ist g der i^ol der Ebene E; w Bezug auf die QuarlilpoJar- 
fläche eines Fanctes jr', diese FliiLche nach der Fundamentaliläche genommen, 
so schneidet die erste Polarfläche von s in Beeng anf die Hessiana g in 
4(v_2)— 1 Puncten jr. Die Gerade g enthält also 8(y'-2)+4(v— 3)— 1 zu- 
sammenfallende Pnncte x, x' > das heisst der geetushte Ort iet eine FJ&Ae $x 
von der Ordnmg Tv— 15. 

Tst r ein PuncE der Tlessiana, für dessen Polarkegel der Scheitel auf 
der gi'geljenen Ebeiu- liegt oder auf der Folarebene xon x in Bezug ai;f die 
Hessiana, so gehört dieser Punct % dem Orte an, denn, da die durch den 
Scheitel gehende Ebene dne unbegrenzte Zahl Pole hat — auf der Polar- 
geraden der Ebene in Bezug auf den E^l — , so ist sie ftlr jede beliebige 
andere Ebene coiyugleri Der erste Fall hat statt für die Pole der Polar- 
kegel, deren Scheitel auf der Dnrdischnittscurve der Steineriana mit der 
Ebene 7?;Hegen; folglicli geht der Ort 8^ durch die Raumcnrve G^v— 2)8.ter 
Ordnun;;, ■welche dem obenfn Schnifle der Steineriana ent.sjirlclit '). 

Die zweite Voraussetzung tritt dagegen ein, wenn die Taugenlialcbene 
der Hessiana in z durch den Scheitel jr* des Polarkegels geht. In diesem 
Falle gehdrt der Punct x offenbar auch der Fläche % an (178). Was also auch die 
Ebene ist, stets geht der Ort durch die gemeinschaftliche Curye von 
6 und der Hessiana^. Diese Gnrve ist von der Ordnung 
Kv~?)f7v-15)-6(»'— 2)» = 2(v— 2X1 lf-24) 
und diese Zahl ist die Hälfte des Produetes aus den Ordnungszahlen der 



1) Der Ort und die gemeine Polarfl&ciie der Ebene J?yi schneiden sidi noch 
in einer andern EanmcurTe von der Ordnung ?>''!'— 2)f5>- 11), dio offenbar der Ort 
eines Paoctes is^ dessen (^uadripoladlächo in Bezug auf F^, die Jilbene i^'^ berOhri^ 
und dessen Polarehene in Besug anf die Hessiana doroh dem BerQhningspunct geht. 

s) Jeder gemdasohaftliohe Panot der FlAohe 6 und der Hessiana gehSrt nnoh 
S sn, denn sobald die Polarebene nach der Hessiauu den Folarkegel ber&hren 

nniss, so goht sie durch den Sdicitel desselben. Im Falle V — 'S ist die Durch- 
schnittscurre zwischen ^ und der Uessians die der parabolischen Corvo eiit- 
spreciieDde. 
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Fläche S und der Hessiana^ /oljflidft b^ü^trm sich diese beiden Flächen über- 
dU,W0 9ie Isr^^ md moat längs eher Baimcitrm dar 2(v— 3)(llv— 24)^«<e» 
Ordnung, Ort ekua JPunotef, deum Pdarebeite m Bmtg oxf die Hesekma 
dun^ de» entgehenden Punet der Stemeriana g<At. 

Alle diese Flächen S der (7v-~]5)'teii Ordnung bilden, da sie durcli die 
nämliche Cnrve 2(v— 2Xnv-'3i)*t6n Ordnung gehen, lineares Sjsietn. In der 

That. ?ind a, b, f ^re\ bfUeHig- geffebene Pnncte des Haumes; Bj C die 
Polarcbenen von n, t", c in Bezug auf die Ifussiana: uad a', b', c' die Pole der 
Ebenen A, B, C in Bezug auf die Quadripolarfliichen von c, b, c nach JP^ 
genonunen, so beatimmt die Ebene E= u'b'c' die einzige Flache $, die durch 
0, b, ( geht. 

180. Man sucht den Ort eines Fundes, für den die gemeinsame Gerade 
einer ffcff'hmfn Fhe-nc F.) ni,d ih:r Pohrehme. des Punct€s in Bf.ti'j auf die 
Hessiana lii'- QwidrlpoJarjlädw dt^ nämlichen Ptmctes nacfi der Fi/ndavimtcd- 
ßä(äis genommen Utn ührt, Um die Aufgabe zu löseu, nehmen wir auf einer 
beliebigen Geraden g einen Pnnct x tu; dann schneidet die Polarebene von x 
nach der Hesuana genommen Ex in gewissen Geraden, und der Ort 
der Pole derjenigen QuadripolarÜächen in Beeng auf F^, welche diese Gerade 
beitihren, schnudei g in 2(v— 2) Punctcn x' (159). Umgekehrt wird die 
QuadripolarAHche für F^^ eines Pnncte« x von der Ebene ^^;[ in efnom Kcgo! 
ecbuittfe geUofleii, der 2(4v— 9) gemeinscliaftliche Tangenten mit demjenigen 
Schnitte hat, den die näraliclie Ebene in der einhüllenden Fläche [iCv— 2) — l]-ter 
CUsse (93) der Polsrbenen der Pnncte von g nach der Hessiana genommen 
macht Der gesuchte Ort ist also eine Fläche d^x ^ Ordnmg 

2(v-2)+2{4)^-9) = 2(5v-n) . 

Die Fläche G und die Fläche 8^ in Bezug auf die Ebene Ex (179) 
haben eine Curve der Ordnung 3(>'— SXll"— 24) gemdn, und schneiden sich 
also in einer andern Ranmeurre von der Ordnung 

(7v-16Xllv-24)-2(*'— 2)(ll»'-24) « (6v— UXH v-24) . 

Jeder Punot x dieser Cnrve ist so beschaffe»; dass seine Polarebene itir 
die Hessiana die Otiadripolarfläche des nämlichen PimcfeK in Bezng auf K, 
berührt (178). und dass genannte Ebene der Ebene i''; in I!e/ng auf die 
nämliche Quadripularlliiche COiyugiert ist; folglich geht ii^ durch den Be- 
rahrungspnnot der Folarebene mit der Quadrifläche, und also ist der Durch* 
schnitt von Ex mit der Polarebene eine Tangente der Quadrifläche. Es folgt 
daraus, dass r ein Punct des Ortes 3C>x l^^sselbe EaLsonnement zeigt 
ebenfalls, dass jeder Pnnct der Curve 3(i'— 2)(5v--Jl)-ten Ordnung, welche 
der gemeinen Polnrlläche der Ebene Ex tmd dem Orte gleichzeitig ange- 
hört, ttuch auf iJX»^ liegt; und also pclineiilet ^x 'h® ei"«^ Ciuve der 
<5v— HXli»*— 24)-ten Ordnung, die auf G liegt, und in einei- andern Curve 
von der Ordnung 8(v— ^5v-^ll), vdche auf der gemeinen Polai^che der 
Ebene Ex liegt. 
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Nun sieht nifiii aber leicht nach den Dofinitionen dos bctrefTciulcn Orte?, 
dass jeder gemeineame Funct von Ql^x ""^ ebenso jeder gemeinsame 

Piinet von «Xl^ und der Polarflaehe von Ej^ nothwendigerweise anch auf $x 
liegt, und folgW^ vnrd die Fläch« die FUuA« fB läjnge der Ranm- 

ewnte (5v— llKllv*-34)-«^«r Ordaamg berührt, und von der gemdam Polarfläche 
der ^me Ej^ länge der Rcmm&irve Z(v~UX5»--ll)-ter Ordnung} beide Be- 
röhrungecumm Hegen gleichsseitig auf der Fläche §^ i). 

181. Hon verlangt den Ort eine» Punetest deeeen PoUxrobme in Besug 
avf die Heenam die Quadr^larfliSdie des näaduAen Punetes in Beitug auf 
Fy vnd snoei geg^enen Ebenen Ex , Ex* m «tn«m Kegdeehnitt tmd «iom m dem- 
eeiberi conjugiei'tm Geraden »clmfuJet. Fs sei r «in Pnnct oinor beliebigen 
Geraden g\ -ST die Polarebene von .if in Bezug auf die He.^siaiia, dann is* 
der Ort der Pole der Quadripokräächen in Bezug auf F^, ^^ clchc die Ebene 
Ex in Eegelschnittea echneiden, die <n den Geraden XEx,XEx' conjugiert 
nnd, die gemischte Folarfläche dieser Geraden (159), die g in SCv'-S) Poneten 
1* schneidet Umgekehrt sei Q die Qnadripolar/läche eines Poncfes x' in Be^ 
zug auf F^, dann weiss man, dasa die Ebenen, welche die QuadriflUche Q 
vnd die gegebenen Ebenen Ej^,Ex' längs oinep Kegelschnittes und zwei 
conjugierter Geraden schneiden, eine andere Quadririäche umhüllen. Diese 
Flache und die Einhüllende der Polarebeueii der Puncie von g in Beasug auf 
die Hessiana haben 2[4(i'~-3)— 1] gemeinechafidiche Tangentialehenen, denen 
ebenso viele Pole x auf ^ entsprechen. Der verlangte Ort ist <d»o eine FlOtAe 
«X»^' der Ordnung 

SCi*— 2)+2(4v-ö) = 2(5v-ll) . 
Jeder gemeinsame Pnnct x von C und X; ist so beschaffen fl8(t:, da?« 
sein© Polarcbene in Dezu^' auf die Hessiana die Quadrlijolariliiclie von r nach 
F,f genommen und die Ebene Ex in drei durch ein imd denselben Punot 
gehenden Geraden si^eidet. Die letzte von diesen Geraden hat ebe unbe- 
greaate Anaahl Pole in gerader Linie in Beaug auf den Kegelschnitt, der 
durch die beiden ersten Geraden gebildet wird. Daraus folgt, dass die letatere 
Gerade in Bezug auf genannten Kegelachnitt jeder Geraden conjugiert ist, 
die in der erwähnten Polarebene von jr gezogen wwden kann ; also ist x anoh 
ein Pnnct des Orte» t^HX'' Das heisst aber: Dieser Ort gefit durch die heidm 
(htrven der (5v— 24)-^^» Ordnung , in dmeti sidi die FUkihm © md 
he»üglich Xx «m^ Xx' berührea. 

182. Man verlangt den Orf rr'nf^ Fundes, des^m Polarebenm in Besmg 
CHff Fp md die Heeskmay und deesen Quadrieplwßäc/ie in Bemg a^f J^y 



1) Ea folj^t hieran», dasa der Verein' der Hessiana, tod und einer belie- 
bigen Fläche der (Av — 9)-tcn Ordnung mittelst zweier projectivischer BQschel 
erzeugt werden kann, nämüch (g, hjl^i •••) der (l 1 v — 24)-ten Ordnung und (S^^S/i^».") 
der (7v ^15)-t«n Ordnung. Hierin beseiehnet Sx die gemeine Polarflftdie der BbcneJ'^* 
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etnm Punet einer gegebenen Ebena E gmem hahe^ Es sei jr ein Pnnct 
einer beliebigen Geraden dann trifft die den beiden Polarebenen von jr 
gemeinscbafUiehe Gerade die Ebene E in einem Punete |i, nnd die Pole der 

Qnadripolarflächen in Bez'isj; auf F.^. v^elche durch Q geheti , liegen attf der 
zweiten Polarfläohe diesos I'unctep. Dlosc letzte FKclic sdineidor in v— 2 
Punct«n t'. Umfrekplirt schneidet die Quadripolarfläche eines Pnnctes %' nach 
Fy genommen die Ebene E in einem gewissen Kogelschnitte es gibt nun 
aber auf g eine Zahl von 10(v~3) Fnnoten jr, von denen jeder die Eigen- 
scbaft beeitzt, dam seine Polarebenen in Bezug auf Fy und die Hessiana 
sich auf k sebneiden i) , der gesuchte Ort ist also eine Fläche 2)>ter 
Ordnung. 

Was anch die Ebene E ist., immer f^elit diepe Flächß rlnrch ?Cv — 
Punete fl. in fjcncn die Hessiana von ('mc-v geraden n licriihrt. wirrl, die auf 
der Fundamentaitiäche liegt (171) j denn die Polarebenen und die Qnadri- 
polarfliehe von a gehen gleichseitig dnrch die Gerade a nnd haben daher 
mit jeder ge^gebenen Ebene eben Punct gemein. 



1) Durch einea beliebigen Fuaci i einer Ger&dea r kenn man zwei erste Fol&r- 
flftdien in Besog auf Fy legen , deren Pole die DarohsdmittapiiDCte von h mit der 
Fblarebene von i sind. Die ori-ten Pohurflichai dieser Pole in Besag auf die Hessiana 
treffen ferner r in 2(4i' — 9) runctcn t'. ümcelcehrt kann man diircb einen Fnaot 
i' swei ersto Folarflttdien in Bezug auf die Hessiana legen, deren Foie die Dureh- 
eebnittspnnete von h mit der Polaiebeoe too {' in Besag auf die Hessiana sind 
Die ersten PolarflAehen dieser Pole in Besag auf Fy sohnetden r in S(v««l) Pnneton. 
i'. Anf r fUlen also 

2(4v-9) 1) = I0(v-5J; 
mal zvei Functe t und t' susammen^ w. i, b. w. 
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CAPITEL L 

ANWENDUNG DEE ALLGEMEINEN THEORIE AUF 
EINE FUNDAMENTALFLÄCBE DEITTER OEDNUNG. 

188. Die Fandamentalfläclie sei jetzt eine FEche der dritten Ord« 
nung, die w ab gans Allgemein, das hdasi ohne viel&clie Pnncte und Linien 
voranasetzen. Die im zweiten Tlieile l)ewieBenen Sätze enthalten schon eine 

grosee Zahl von Eigenschaften der cubisclien Flächen , aber wir halfen uns 
nicht dabei auf, die speciellcii Sätze anszuspreclien; wir haben nur im Sinne 
dasjenige zu entwickeln^ was es fiii' die Flächen der dritten Ordnung Sp edeües 
oder Charakteristisches gibt 

Da im gegenwärtigen FaUe die erste Polarfläche zugleich die Qnadri- 
polarflacbe ist, so /aZjm die Hemana und Steüuricma m «m und dietdb« 
JF^Kcft« ifiarter Ordmmg und MtAsa^kiatesr Ckuse ausammm (163, 165). DU 
Funde dieser Fläche mitsprechen sich zu stoei und zwei Sr'nd o, o' stcei ent- 
sprechende Pmcte, so ist Jeder der Scheitel eines Polarl-ojd^ , dessen Pol eh r 
andere Fund isi, tmd m Jedem dieser Ftmcie hat die Bessimm die Folarebene 
de» andirn Funetu Mar Tangmtial^ene, Dieselben Puncto shid für jede 
QnadripoIar0äche conjngiert (189). 

184. Die zweite gemiachte Polarfläiohe zweier Puncto b wird eine 

Ebene, tmd ^war der Ort eines solchen Pnnctes, ditös die Puncte a, b in Be^ng 
auf seine Quadiipolarflächc coiijugicrt sind (160). Denkt man sich einen der 
Puncte ü} b und ihre gemischte Polaitibeue gegeben^ so iindet man deu andern 
Pimot auf folgende Weise: Die Quadripolarflächen der Puncte der gegebenen 
Ebene büden ein Netz, und die Polarebenen von a in Bezug auf diese Flachen 
gehen sämmtlich durch denselben Punct b, welcher der gesuchte Punct ist 
Denkt man « fest, und lässt die gemischte Folarebene um eine gegebene 
Gerade g rotieren, so beschreiht der Punct b eine andere Gerade Durch- 
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schnitt der Folarebenen von a in Bezog auf die QoadripoIaifläclieT) der Fitncte 
von g. Nun schneidet ff die Hessiana in vier Punctcn, and folgUA umhüUen 
fUfi Polo.rebi^en eines (f^ff^enen Punctes a in Br^vg auf difi P<ilnrh''fj<'l eine 
Fiä'jho vierter Ciasse, Ist a ein Puiict der Hessiana, so geht tlie gemischte 
l'olarebene immer durch a' (Scheitel des rularkegek von a); in diuseui Falle 
aico «mlittllen die Polarebenen von a in Besag auf die Polarkegdl einen 
Kegel vierter Klaue. 

Ist « beliebig im Eaunoe gegeben, und |> bewegt sich in einer festen 
Ebene E, so geht die gemischte Polarebene immer durcb einen festen Fnnet 
t, äen To] von E in Bezug auf die Qnfidnpolnrfläche von a. Beschreibt 
also b die Durchschnittscurve der Hesbiana mit der Ebene E, so umhüllt die 
gemischte Polarebene einen Kegel vom Scheitel t vierter Clatise, der der- 
jenigen Fläche umschrieben ist, die man erhält, wenn b die Hessiana durch- 
läuft; das heisst : die PolcarebMm dneafe^ Punettt in Bmug auf aäe Polar- 
hegeif <feren iSt^eitel wfdertelbm Ehen« Hegen, umhüihn einen Kegel vierter Oam, 

185. Was wir im Allgemeinen ff^mischte Polarfäehe zweier Geraden 
jr. f/ gpnfinnt haben , wird hier eine Qufidvifläche (ein Hyi crbohiid). nnd da 
im gegenwärtigen Falle die Folarcurve einer Geraden in Bezug auf eine erste 
Folarfläehe (86) die redproke Gerade der gegebenen Geraden in Bezug auf 
eine Qaadripolarfläehe ist, so ergibt eich, dose das Polarhffperboloid meier 
Cferaden g, ^ der Ort der rectproken Oeraden för jede der gegeben&i Geraden 
t» Be»ug auf die Quadri^ciaTfläiAen der Ptmcte der andern ist, oder auch der 
Ort eines Pimctes, für welchen die "Reciproko einer der beiden Geraden in 
Bezug auf die Quadripolarüäche dieses Punctes die andere gegebene Gei'ade 
gchueidet, 

Ist i ein variabler Punet auf und a,b swei feste Puncte von g*, so 
ist das Polarhyperboloid durch swei projeotivische BSschel ersengt (159), 
in denen die gemischten Polarebenen der rnncie a,t den gemischten Polar- 
ebenen der Puncte b, i entsprechen. Die beiden Puncte a, b können natürlich 

dnrch zwei andere beliebige Puncte von f/' ersetzt ■werden, und das Pola.rh/per- 
boivid !:urirr Oeraden- isf- also eun-h dir dnküimide Fläche der genmclUen 
FoUtrebme zwmr auf den geg^tmen Ga adm varial/ler Funcle^ mm avf j&da' 
Geradm. 

186» Wenn g,ff' zusammenfallen, erhalten wir eine gemeine Polarfläche 
einer Geraden g, die ein Kegel stveiler Ordnung ist (93, 159), dessen Scheitel 
der Pol der Quadripolarfläche ist, welche durch 7 gebt, nnd dessen Gcne- 
ratrixen die zu g reciproken Geraden in Besag auf die Quadripoiarflächen 
der Puncte von g sind. X>i€ser Kßgd ist die Envekppe der Polarebenen der 
Puncte mn g, und daher auch der Ort der Pole derjenigen Quadripolarflächen, 
welche g berähren. Wir geben dieser Fläche den Namen Pidarkegd der 
Geraden g, den man aber nicht mit dorn Polarkegel eines Punctes der Hes- 
siana verwechseln darf. 
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187, Die rfnvhrfi''' Polarfläche zweier Ehmen 7'% f^' ist voti der dritten 
Orduung (löö), und ist d^r Ort der JPoh dn&' Ebene in Be^ug auf die Qua- 
dripolarflächen der Ptmde der andern Ebme oder auch, was auf dasselbe hin» 
ausläuft, der Ort der Pol« einer Quadripolarßäcket m Bexug avf wdehe die 
Ebenen J5> emufugiert dnd. 

Der Ort der Pole einer Ebene E in. Bemig auf He QuadripokitßiUAen 
der Punkte rinn' Cf }'<'ff7''n (j (128) isf eine cubische Raum^w^'c (Rniimcnrve 
^fritter Onlni ng): sie \u:gt :nif dem rolarhyperboleid von </ und einer andern 
beliebigen auf E betindliciien Geraden und ebenfalls auf der gemischten Fo- 
larfläcbe von E und einer andern beliebigen Ebene, die durch g geht (162). 
Daraus folgt, dass dae Polarhyperboloid zweier Geraden fff ^, wenn g fest 
ist und g* Tariabel in einer Ebene J?, ein Bflscbel von Flächen erzeugt, die 
durch eine feste cabische Raumourre gehen. 

188. Fallen die Ebenen E, E* znsannnen, so erhält man dU gemeine 
PelagfiäuGke mer Ebene Ej welche die einhtUlende Fläche der Folarkegel der 
Geraden sind , die in der gegebenen Ebene liegen (169), und gleichceitig der 
Ort der Pole der Ebene in Bezug auf die Quadripolarilaohen der Fnncte der- 
selben Kbcnc (158). Diese zweite Definition kommt darauf zurück, dasg die 
geriatinJe Fläelie der Ort eines l'unctes ist, dessen Qnadii|i(ilaiH;iche die gege- 
bene Ebene berüiirt. Polgbch fällt (94, 162) dieselbe Flüche mit der En- 
vetoppe der Polareibenen der Punete cfer gegebenen Ebene zusammen. Sie ist 
▼on der dritten Ordnung, von der vierten dasse und besitzt vier Doppel- 
punote, die auf den Polarkcgeln und den Folarhyperboloiden aller Geraden 
der gegebenen Ebene li^n 

Es sei « ein Punct dieser Flliehe, Die Quadripolarflächc von a berührt 
dann die Ebene E und aclineidet folglich diese Ebene in zwei Geraden, die 
sich im BerUhrungspunctc l^reu^en. Die FoUrebeoeu der Foncte dieser 
Geraden müssen durch « geben und anderswo die Fläche berOhren; ein 
bdiebig&r Punct der Fläche ist also der Scheitel tneeier der Fläche umgegchrie- 
Quadrikegel (es sind dies die Folarkegel zweier in a' sich kreuzender 
Geraden). Die Polarebene von a' berührt die Fläche in a. 

Tst a einer der I>o]>pelpunctc der Fläche, so müssen die beiden Berührungs- 
kegel zusammenfallen j folgiich suhueidet die Quadripulariiache von a die 
Ebene E iu zwei zusammenfälleudeu Geraden. Unto" den QuadripoktTflätAen, 
die eine Ebene E berühren , gibt e» aieo vier Kegel; ihre PoUj die auch der 
Hessiaoa angehören, «um? die Dojap^mcte der gemeinen Polarfläche der Eben«, 

Diese Fläche ist die Beciproke der Sömiechen Fläche Stsdobs >). 



1) Liegt ein Punct im rncndlicheii, so ist seine Folarcbcne eine Diametrale-bena 
des Fasdametttaliläche. iJie Env^lop^e der JJiaimlruiebenen isi also die (jemeine 
Poiaißaehe der tmendli^ ent/gmien Ebene, Diese VÜicho ist der der F^ liags 
des S i l.'' s im Unendlichen umgesebrlebenea Dereloppablen eingeschrieben (100). 

' luu sehe die Monatsberichte der E. Akademie zu Berlin (Juli und Norember 
l^i>'dj uad CfflUe-Boccbardt's Journal, B<t 63, & 316. 



187—191] Eigenachqftm der Hemana einer eubitehen Mäche, 
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18i,t. Ist eine Ebene E fe.sf innl die amlci'e Mbcnn JC um eine Gerade 
g variabel, so bilden die gemischten Polarriacben dei' Eböuen E, E' ein 
BfischeL In der That, maaa eine solche Flache durch dnen g«gebenen 
Fiinct X gehen , so geht die Ehene E' durch den Pol von E in Bezog auf 
die erste Folarflache yon x* Die Basis des Bfischels ist ans einer Baumearve 
sechster Ordnung (Ort der Doppelponcte der Quadripolarflachen der Funcie 
der festen Ebene) und einer cnbischen Ranmcurve (Ort der Pole der festen 
Ebene in Bezug auf dio Qua'lripolarfiächeu der Puncto der gegebenen Geraden) 
cnsaraoieTigesetzt (15ö, 1Ö7}. 

Die gemischte Polarfläche der beiden Ebenen E' und ihre gemeinen 
PoIaiflSchen werden gleidueiisg (164) durch den Polarkegel der Geraden 
EE' beröhrt and zwar in vier Punoten der Hessiana (entsprcLlun l den Dnrcb- 
Bchnittspnncten dieser Flache mit der Geraden EE% und gehen durcli die 
sehn Doppelptincte der Hessiana (158). Diese PiincJe sind 4.4-1-10 Durch- 
gcbnittspuucteu äif.uvalent , und folglicli hahon die drei genannten Flächen, 
die sämmtlich von der dritten Ordminr;: sind, nur noch einen andern Pnnct 
gemein-, es ist dies der Fol der Quadripolarfläche, welche dnrch die Oerade 
EE' geht. 



CAPITEL n. 

EIGENSCHAFTEN DER HESSIANA EINER FÜNDA- 
MENTALFLÄCHE DRITTER ORDNUNG. 

190. Die Pole der Polarebenen, die dnrch emen gegebenen Pnnct p 
gehen, liegen anf der Quadripolarflache von t^* Sollen diese Ebenen die 

Hessiana berühren, so sbd die Pole auf der Curve achter Ordnung vertheilt, 
die den Durchschnitt der Hessiana mit der Quadripolarfläche von p darstellt 
(183). Die Berühninpspuncte bilden eine Cttrve der zwölften Ordnung, den 
Purchschnitt der Hessiaria mit der ersten Pülarriächc von p in Bezug auf 
die Ilessiaua. Die Luiden Curveu achter und zwöMter Ordnung sind also 
entsprechende Cnnren (168). 

191. Wir wollen die Geraden betrachten, welche durch p gehen und 

die TTessiaiia berühren. Den (rer.iden . die durch p cehrn , entspricht ein 
Netz ^) von Baumcurveu vierter Ordnung (87), die f^änunllich auf einer Fiäclio 
S rweiter Ordnung liegen (der Quadripokrlläche von p). Jede dieser Kaura- 



1) Bin solches Kelz entflieht dttfoh den Durohsebnitt von ^ mit einem Netse 
«oder er i^uadripolarfl&chdn. 
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curven tiitstühL als Durchscliuitt von jS mit einer andern Quadripulaiflc^clie 
und iblglich (190) liegen die Doppelpuncie dieser Carven (BerfihruDgpuoote 
zwischen S und den andern Quftdripolarflaclien) auf der Gurre e der achten 
Ordnung, Durchschnitt der Heunana mit S. Den Carven des Netzes, die 
ein BOflchel bilden, entsprechen gerade Linien durch die in einer Ebene 
liegen. In diesem Büschel ^bt es zwölf Curvcn mit l)oppelpi?nct ^) . das 
beisst: dk Geradm dur^ ip, denm die HamMJurvm merffir Oi-dnung mit Doppel- 
pimct entsprccheiif bilden dnen Ke^jd S der smöl/tm Ordnung. Einem beliebigen 
Punct 0 der Carve c entspricht eine Generatrix Ton S> welche den Pnnct 
y mit dem Puncte o' verbindet, welcher in der Hesaiana dem Puncte 9 ent> 
spricht. Der Ort der Pancte a' ist abo dne Chirve c' der zwölften Oitlnuiig 
(190). Die Polarebene von o geht durch p und berfiluf die Ilessiana in o' 
(183) und enthält folglich die Tangente von r' in o'. Diese Ebene ist daher 
die TangenUalcbene des Kegels S längg d^r Geraden pi»', das heisst; der 
Kegel S ist der Hessiaua liugs der Curve c' umgeschrieben. 

Die Qnadripolarfläche eines beliebigen Fnnotes schneidet c in sechszehn 
Poneten. Daraus folgt, dass $ und folglich auch die Hessiana von der sechs« 
zehnten Classe ist (165). 

Retrnfhtet man eine Gerade g durch p als Durchschnitt zweier Tangcnfial- 
eboneo des Kegels § , so hat jede dieser Ebenen einen Pol auf c und die 
Baumcurve des .Netzes auf die durch diese beiden Pole goht, ist die ent- 
sprechende Curve von g. Fallen beide Pole zusammen, so wird die Banm- 
curve von c berührt. Daraus folgt, dass den Geraden, die auf dem Kegel 
S und in seinen stationären Ebenen gezogen sind, Baumcurven des Netzes auf 
S ensprechen, welche e berühren« 

192. Die Puncte, in denen die Hessiana ton Geraden osculiert wird, 
die von p ausgehen, sind die Durchschnittspuncte dieser FISche mit der ersten 
und zweiten Polarfl£ehe von ]i in B^ug auf dieselbe Fläche. Unter den 
Baumcurven des Netzes auf S gibt es also 4.3.2 = 24, die eine Spitze haben. 

Der Kpf^el § igt daher von der 12-ton Ordnung und der 16-teD Classe 
und liHt aussenleiii 2\ .sUliuiiäre GunuiTtrixcn , also hat er gemäss den 
Formeln von Pi^ückek ^oj 22 Dopiielgeneratrixen. Von diesen Doppelgene- 
ratrizen entstehen zehn durch die Doppelpuncte d6r Hessiana und entsprechen 
deiyenigen Curven des Netzes, die aus zwei K^lschnitten bestehen — jeder 
Doppf lj unct hat in der That ein Ebenenpaar als Quadripolarfläche (169) — , 
die andern zwölf Doppelgeneratrixen dagegen entsprechen ebensovielen Curven 
des Netzes, die aus einer cnbisclien Baumcurve und einer Geraden zusammen- 
gesetzt sind. 

Um diese Behauptung zu beweisen, betrachten wir das Ketz von Baum- 
curven vierter Ordnung auf der Quadri£äche S und nennen wie früher (24) 



1) Dean ein JSetz von i^uadriüächen enthalt zwölf Flächen, welche iS berühren 

(131). 



191—194] Eigemcha/ten der Heuima tiner eubitt^un Itäehe, 
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(Ter Kürze wogen fli'e Geraden d.cv beiden Systeme, die auf dieser FlScTie 
existieren, bezüglich ' ifneratrixea mv\ J>ir>^rtn^en. Es seien Z, « drei Gcnc- 
ratrixeii von «b'^ jede mi S gesogene Curve vicrißr Ordnung scbaeidet daim 
jede dieser Qeraden in zwei Fancten, und fallen drei dieser PaQCtei einer 
fUr jede Gerade, in eine gerade Linie, so serföllt die Curve in swei Theile, eine 
eobieche Baumcnnre und eine Gerade (Directm). I«t ( ein beliebiger Punet 
von I, so schneidet die Directrix, velohe durch 1 geht, m und n in zwei 
Pimcten m, n «nd die Curve des Net?eR, welche durcli m, ti geht trifft; ^ in 
zwei l'unctcn 1'. Ist miifrekehrt l' ein iicHt'bitrer Punct von L so bilden di« 
Curven des Neue», die durch l' gyheu, «in Büschel und bestimmeu so auf 
m und n «wei projectiTieohe quadratische Involutionen. Schneidet eine Curve 
des Netses m in m,itt' und n in jt, n*, so ist der Ort der zu mit, mit', m'ti, 
m'tt' analogen Geraden eine Flache vierter Ordnung — m und n sind für die* 
selbe Doppe^eraden — , welche / in vier Puncten 1 schneidet. E« fSUt also 
»eehsmal auf } ein Pvinct I mit 1' zusammen, das heis^t, es gibt sechs Curven 
des Netzes, von denen jede aus einer cubischen Kaumcui ve und einer Direc- 
trlx zusammeogesdtzt ist. Analog gibt es sechs andere Carven, die aus einer 
eubischen Baumcnrve und dner Generatriz bestehen. 

In emarn CWtwnnefiM von Rosumcwrvm vierter Ordmmgj die eutf einer 
Quadrißät^ gebogen sind, gibt es also: 

1. ewölf Curven, die ni(.< anfr cuM^rhm Ttaumcuwe vnd dn^r Oi^adeti 
hestehm; 2. sthn Curven aus zwei KcgckchniUen mummiumgeeeMf '6. viemtid- 
eacavdg (hurvea, mt ein^ i^^itae. 

193. Ist p ein Fnnct der Hessiana, so ist der Kegel S von der 10*ten 
Ordnung, der 16-ten Ghsse mit 10 Doppelgeneratrixen (nach den Doppel- 
puncten der Hessiana gerichtet) und 18 stationiiren Generatrizen. Dasheisst: 
In einem Netze von lUnmetarven vierter Ordnung, die auf einem Kegel {der 
Quadrij^olnrffrirh^ von iß) nt^zogm mrd, gibt es: t. sehn, die au,? mm KfgfJ- 
scknitt'ii, l/eisiehen; 2. achtzehn mä einer Spitze; 3. sechs aus einer mtnschen 
Ümmicurm uad dii&r Geraden zueaaimengesdzU (entsprechend den sechs Qe- 
raden, vrelche die Hessiana ausser in p noch andersvro berühren (70)); 
4. moei mit einer Spitiie «m KegeUckett^. Letztere entsprechen den bdden 
Oeraden, welche die Hessiana in p oseuUeren. 

194. Ist p ein Doppeipnnct der Hessiana, so wird diese Gerade in p 
durch eine unbegrenzte Zahl von Ebenen berührt, deren Envdoppe ein Quadri- 
kflgel ist; die erste Folarfläche von p hat daher eine unbegrenzte Zahl Doppel- 
puncto in gerader Linie, das hdsst, sie ist das System zweier Ebenen, die 
rieh in einer Geraden p sehneiden, die auf der Hessiana liegt, wie es aus 
der allgemein«! Theorie resultiert (167). Die Pnnote dieser Geraden sind die 
Pole ebenso\delGr Kejrel mit dem Scheitel p. Diese Kegel bilden daher ein 
Biiscliol und gehen durch vier Gerade, deren Gesammtheit die Polarcurve 
von p darstellt. In diesem Büschel gibt es drei Systeme von je zwei Kbenenj 
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diese drei Systeme und die QaadripoIarflSohen ron drei speciellen Puneto der 
Geraden Pf welche fUr die Heseiaoa Döppelpuncte sind. Die m%» D<q)pelpuncl6 
p verthmlen mcA aUo mt drd und drei mtfdU m&« Geradmpj und dieae g^m 
«u drd md drei durth die »ehn Puttete p, 

195. Da die Hessiana im Allgemeinm von der secheMfamten CtaMe ist, 
80 hat sie ausaer den sehn runcten p keine weiteren Doppelpuncte. Ebenso 
enthält sie ausser den zehn Geraden p keine andern Geraden. In der That 
entsprechen die vier Durchschnittspuncto einer Geraden g mit der Hessiana 
den vier Kegeln, die durch die Polarcurve vierter Ordnung von g gehen. 
QehSrt g voIlstSndig der Hessiana an, so entsprechen der nnhegrenzten Zahl 
TOD Puncten von g eine nnhegrenzte Zahl von Kegeln, die ein Büschel bilden 
und folglich densdboi Scheitel haben. Dieser Schdtel ist für die Hessiana 
ein Doppelpunct, denn diese Fläche wird dort von den Polarehenen aller 
Punctc vnri g liei-iilvvt. 

Ein Doppelpiinct p liegt im AllgeineiKe)) nicht auf seiner CJilPprechenden 
Geraden wenn dies der Fall wäre, so wäre die erst» Polarriäche von |) 
ein Kegel mit dem Scheitel p, und dieser Pnnct wäre also fOr die Fnnda- 
mentalfläche ein Doppelpnnct 

196. Es seien o, o' zwei entsprechende Puncte der Hessiana, Die Poiar- 
kegel ron 0, 0' haben ihren Scheitel beattglieh in o't 0 und dnrchdringen sich 
gegenseitig in einer Raumcurre vierter Ordnung. Die beiden andern Qnadri* 
ke|;el, welche durch diese Carve gehen, «ind die ersten PoIarflSchen der 

Puncte u. t), In denen die Hessiana durch die Gerade 00' noohmals gesolmitten 
wird. Die Scheitel tliesor {unlern Kegel lle|j,eii In den Puncten tt', 5', welche 
M. V entsprechen. Die Puncte 0, o', u', »' aind also die Scheitel des Tetraeders, 
welches den Quadririächen coiyu^iert ist, welche durch die Curyc vierter 
Ordnung hindnrchgehen, und folglich sind die Ebenen a'n'n', vtt'o' bezüglich 
die Polarebenen von 0'. Deshalb g^en die TemgenUaidfenm der Beedana 
in 0 und 0' durek die Gerade ufn'. 

Da die Polarebenen von c, 9' dnrch »\ 9* gehen, so gehen umgekehrt 
die Polarkegel von u', ti', deren Bchpitel xt, v sind, durch c», 0', cnthnifen daher 
die Gerade 00'tu» voUsÜlndig und schneiden sich also noch in einer cubisdien 
Baumearve. 

Daraus» dass die Polarkegel von it', »' durch die Gerade 00' gehen, folgt, 
dass der Polarkegel dieser Oeraden seinen Scheitel in st' und in n' hat (186), 
dass heisst, er rednciert sich auf die Gerade it'»'. Polarebemn der Pmcte 

wm 9P' g^m i^bmmÜieh dur^ die Gerade u'«'. 

Die Puncto j, in denen n'»' die ITe.ssiana trllTi, .sind die Pole der vier 
Quadrikegel. die durch die Curve vierter Ordnung gehen, welche die Pohtr- 
curve der betrachtoten Geraden ist. Um verlegt sich aber diese Uurve in 
sw« Theile (eine Gerade und eine cubisehe Raumcurve), und es gibt also 
nur zwd Quadrikegel, die durch dieses System gehen. Die Gerade tt^t»' ist 
somit Tangente der Hessiana in it' und 9'. . 
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m 



Jede Gerade edaoj toelcke stoet coiTesjwnäierende Funds der Ilcssiana vei-- 
M»cktf besiM daher die Bigmtt^iaß, dem die Pohreftenen ih^ Punete dur^ 
eine feste Gerade gduttf die eine Doppeltmgenfe der cbigen IVkhe ist, 

197. Wenn it und 9 «tsAinmenfalleii, das heiaat, wenn die Gerade 00' 
die Hesuana berfihrt (natürlich in einem Pnnote n , der von 0 und 0' ver« 

schieden ist), so gehen die PoIarflüclicTi der T*imc(c von 00' durch dieselbe 
Gerade, die mit der Hcs^iana in it' (inen vierpuiictigen Contact hat. 

Fallen jii und 0 in einem iJoppolpimcte p zKimmmmf so weiden die 
Funote it'>«' unbeatimmt auf der entsprechenden Geraden p (194); da aber 
die Polarkegel aller Pnncte dieser Geraden durch 00' geben miusen (196), 
so folgt, doM oq' eine der vier Geraden iet, die PoUarmerve von jp 

hOden (191). 

198. Im Falle, dass 0 ein parabolischpr PuiiLt dtr FundaineTitalflKche ist, 
so liegt der Scheitel des Polarkegels im eiitsjtieclieiiden Functe 0'; ausserdem 
geht er durch 0 und berührt die Folarebene von 0 läng» »a' ^ 
heiMt diejenige Ebene, welche die Hessiana in 0' berührt. Da der Polar- 
k^el von 0' seinen Scheitel auf 0 hat, so folgt, dass die Pokrkegel dieser 
beiden Functe sich lang« einer Saumcurve schneiden, für welche 9 ein Doppel- 
pttnct ist. Einer der Pnncte ii,n HUlt mit af zusammen; der andere sei 
der Piuicf D. Dann ict also die Gerade 00* (e: it'u') Tangente der IJessiana 
in 0 r.nd x>' (1 Die Ebenen, welche die Fiuidamcntalllriclie um! die 
Hessiana in 0 berühren, schneiden sich längs 00', das heisst, diese Gerade üt 
Tangente der jMraboU»(Aen Otirve der Fmdamenta^lädui m 0. 

Es sd w der Pnnct, in welchem die Gerade 00' die Fnndamentalfläche 
nochmals trifft. Die erste Polarflache von 1» geht dann durch m und 00' 
und trifft also die Ebene 00'v' in zwei Geraden, deren eine 00' ist, and die 
andere geht duch w. Dieser Puwi to ist also d^r {dmig?) Wmdejmvrt der 
Curve drUifT OrdutO'.g {mit Spitze in 0), längs deren die ^'undammta^'ldc/ie 
vou det stutiimurm EOem m'»' btirüliH wü"d ^). 

199. Wieviel Gerade gibt ea in eher beUeMgen Sbene die m 00' 
analog sind {sie verbindet mei entepre<Aende JPmete der Beesiana)f Die Ebene 
E schneidet die Hessiana in einer Corvo vierter Ordnung, welcher die wind- 
schiefe Berühningscurve sechster Ordnung zwi>,chen der Hessiana und der 

gemeinen Folarfläche der Ebene E entspricht (lüS;. Sei 0 einer der Pnncte, 
in denen E diese letztere Cmve tiilfc. Dieser Punct hat, da er E angehört, 
meinen entsprechenden i'uucl 0' aut der Curve sechster Ordnung, und weil 
er dieser Curve angehört, nmss sein entsprechender Punct auf E liegen. Es 
folgt daraus, dass die sechs Durchschnittspunete der Ebene fmitder Baum- 



1) Und 100 ist die stalionftre Tangente. 
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curve PPcbster Ordnuri:;, sich zn 7.\vt'i uml z^vei cntsprecht^n. Anflersfits sind 
aber ^zwei entaprechGiule Puiicle der liessiaua in Bezug auf eine beliebige 
Qiiadrlpolarfliche corjugiert, und die sechs Ponote, um die es sich luHidelt, 
nnd also nach einer bekannten Theoreme, das man Hnssa verdankt, die Scheitel 
eines vollständigen Yierseits. Die Diagonalen dieses letztem sind die einngen 
mU 00' analogen OeradeUf toeh^e in der gegebenen Ebene E Hegen. Die zn ti V 
analogen Geraden welche <5en Geraden 00' der Ebene E enfsinechen, 

liegen auf der PolarHäclic von /-.' (und in der näniliclicn dreifachen Timgcntval- 
ebene dieser Fläche), weil die Polardächon der Puncte von E die Polarfliiche 
dieser Ebene berühren (188). 

300. Das betrachtete Yierselt ist bestimmt durch die Durchschnitte von 
vier beliebigen Qnadripolarflächen, did nicht einem und demselben Netae an- 
gehören, mit der Ebene T'': man v.'ei3f? in derThat, da^s wenn vier Kegel- 
schnitte in einer Ebene gegeben sind, es nur eiti eüiaigeö Vierseit gibt, dessen 
Diagonalen durcli jeden der gegebeueu Kegelschnitte üiarmoniscli getheilt wird i). 

Zwei Qegenscheitel des Yierseits sind in Beaug auf die Kegelschnitte 
coiQugiert, in denen die Ebene E die Quadripolarflachen dieser Puncte schneidet, 
und f 'p li h ist das Yierseit der Curve dritter Oidnuqg eiDgeschrleben, welche 
die Jacobiana des von den genannten Kegelschnitten gebildeten Netzes und 
gleichzeitig der Schnitt der Polarfläclic der h^bcnc E dttrch eben dieselbe 
Ebene ist. Die nämlicben sechs Functe — die Scheitel des Yierseits — &iad 
auch auf der ebenen Cnrve vierter Ordnung gelegen, welche E und der Hessi- 
ana gemein ist, welche letztere Flache von der PolarflSche dieser Ebene m allen 
Pnneten der Curve sechster Ordnung berfihrt wird. Diese sechs Puncto sind 
also ebenso viele Berührungspuncte awischen den Carven, in denen E die 
Polarfläcbe und die Hcssfana schneidet. 

Es folgt hieiniis, dass die Seiten des Vierscits die eljfne Cnrve vierter 
Ordnung nochmals in vier Puncten auf einer geraden Linie g treßen. Diese 
Flancorve gehört dem Büschel an, welches durch das System der vier Ge. 
raden, welche das Yiereck bilden, und das System der Corvo dritter Ordnung 
und der Geraden g bestimmt ist Hat daher diese letzte Curve einen Doppel* 
punct 0, was eintritt, wenn £ in a die Fnndamentalflache bertihrt so föUt 
die Polargcrade von a in Bezug anf die Plancnrve vierter Ordnung mit der 
Polargeradeii (iessfdbeu PunctCK in Bezug auf das System der vier Seiten des 
Yierseits zusaniuieu (der harmonischen Polare von a in Bezug auf das Yierseit), 

Man weiss aber, wenn eine cubische Planourve mit Doppelpnnot dnrcb 
die Scheitel eines vollständigen Yierseits geht, dass dann die Gerade, welche 



1) Maihmaiical quutions from ihe EdueaHonal lime». V. IT., London 
1866; p. 110. 

2) Hat eine cubi^chö Raumcurve einen Doppolpunct, 30 geben alle Polarkegel- 
Hcliiiittc durch diesen Punct, der daher auch fOr die Jacobiana dea Netzes der Po- 
laren ein DoppelpuDct ist. 
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die drei Wendepuncte v{>rbindet, die Iiarmonische Polare des Doppelpunctes 
in Bezug auf das Yierseit ist. Die Polaigeradc vou a in Bezug auf die Flan- 
enrve vierter Ordniuig geht daber durch die Wendepuncte der Curve dritter 
Ordnnng, welche gleichzeitig die Wendepuncte des Schnittes der Fnndamental- 
flScbe durch E sind. 

Folglich der Satz: Die Dur<A9<^mtt$ff0-aäe maer ZVmpm<<a2e5«ne (fer 
PundammtaJflärhe rnit der Polarchcne di's Berührungspunctes in Bezug auf 
die Hessimm geht durch die drei Wf-ndipuncte d,\< Schnittet, <fer dxntd^ die 
Tany&Uiaieliene auf der Fwidam&U.alßüche erzeugt wird. 

Ist die Tangentialebene stationär, so kommt man auf «n schon bewiesenes 
Theorem (198) aurlick. 

201. Auf einer beliebigen Ebene E gibt es wieviel zu nV analoge Ge- 
rade (das heissf. Oerade, deren Ptlarcnrve das Systeni einer Geraden oo* 
und einer cubiachon Haiimcnrve sindV? Die in der Ebene E gezogenen Ge- 
raden entspreeben den Baumcurvon vierter Ordnung, welche durch die acht 
Pole der Ebene gehen. Bs ist bekannt, das« diese acht Pole so unter ein- 
ander yerbunden sbd, dass di^enige cnbische Raumeurve, welche durch sechs 
von ihnen beschrieben ist, die Gerade, welche die beiden andern verbindet, 

7 8 

swehnal schneidet Die acht Puncto zu sweien oombiniert geben nun — 28 

Gurven vierter Ordnung, zusammengesetst ans einer Goraden und einer cnbi- 
sehen Baumourve. DU gegebene Ebene en^äU aho 88 m ti'n' ona^o^e Gerade^ 
sie sind die 28 Doppeltangenten des Schnittes der Hessiana durch die Ebene E. 

Dieser Sdinitt ist von der 12-ten Classe und hat 24 Wendepuncte. Man 
findet so die Eigenschaft wieder (101), dass es in einem Büschel von Baum- 
curven vierter Ordnung 12 mit Doppelpunct gibt, und weiter, dass unter dfen 
Maumcurven dieser Ordnung, welche tkifch die adU JUurchscbnüUpimete dtei&r 
QuadrißäcJien gehen, 24 ndt einer Spitze eathcUten sind, 

202. Eine beliebige G^ade g trifit die Hessiana in vier Punoten a,b,(,ll ; 
es seien a', b', tf, V die vier entsprechenden Punote. Da a',b',c',d' die Scheitd 

der vier Kegel desselben Büschels von Qnadriflächen sind, so ist der Punot 
o* der Pol der Kbeue b'f'i)' in Bezug anf die Pnlaricegfd von b, c, b, das 
heisst b'c'ö' ist die f^endschte ]^dHr('bene der Pi;netenpaare a', b ; d', (; a', i 
oder auch, b'f 'ii' ist die Polarebene jedes der Functe i), f, h in Bezug auf den 
Polark^el von Dieser K^el hat aber den Scheitel a, und folglich geht 
die Ebene bVb' durch «u 

Wenn also % b, t, 6 vier Pmete der Heeeiana «» gerader Linie sind, so 
sind die entsprechenden Punrte a', b', c', h' die Scheilel eines Tetraedere, deuen 
Seitei^lät^en bVb', tW, M, a'bV besägUt^ durch «,b,«,j> g^. 



20.*^. Alle Quadripoiartlüchen, welclic durch einen Punct o gehen, bilden 
ein Netz; darunter gibt m eine, welche in o mm beiiebig gegebene Ebene 
OaBMOWA, OlMHUehan. 11 
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berührt. Ist aber 0 eia Fuuct der Uessiaoa usd o' der ent^x^recUende Punct, 
so werden alle Folurflilelieii yon 0 in ihm von Ebenen berührt, die durch die 
Oerade ao* gehen (16^); diejenigen, welche in 0 dieselbe Ebene berühren, 
bilden du Bttechel, und ihre Polä liegen auf einer Tangente der Ile»iana in 
0'. Daraus ergibt sich die Gerade 00' als Polare der Tangentialebene dei* 
Heasiana in 0 in Bezug auf den Polarkegel von 0' und zugleich als Polare 
def Tangentialebene derselben Fläche in 0' in Bezug auf den Polarkc^cl von 
0. Mit andern Worten: J^k Tangentialebene der Hessima w» 0 mid die Inn- 
ffWtialebene im nämlichen Punete einer beUebigen Qmdri^lai;fiäake, toehAe etia^ 
ihn geht, sind conjugieri in Beeug mf den Polarkegd von 0'. 

Un^gekehrt: Jede Tangente der Heeetana in 0' en^Ü die Pole einer m- 
begrengten Zahl von Quadripolat^chen, die in 0 von ein und deredbm Ebene 
berührt toerdw. 

304. Es sei p ein Doppelpnnct der Hessiana und p die entsprechende 
Qerade (194). Sobald jeder Punct von p dem Pnnote {i entspricht, sind die 
Polarebenen aUer Pancte von p Tangentialebenen der Hesataua in p (183), 

das heisst , dei- osculierende Quadrikegel, den die Osmh'firmdf'r) der IF'-ss-imm 
in \) bilden, ist der Polarkeael der GerotJm j». Dieser Kugol cnihiiii (iio dn-i 
Geraden PitP^tP^ (analog zu 2^ (194)), welche durch |) geliun, denn jeder 
Punct dieser Geraden ist der Pol eines Polarkegels, dessen Scheitel einer 
der drei Doppelpnnote PitP^fPs Hessiana ist, die auf ji liegen. 

205. Die Polarebene von p berOlirt die Hessiana in der gan^^eu Lnnge 
der Geraden p (1(?7^ und srhin-idet also die^-'P Fläche in einein Kcgoliclinitie 
C. Ebenso berührt die Polarebene von die llesäiana längs nun ist aber 
{>j ein Punct von p; also: Die Heeeiana und der Polarkegel von p werden 
länge der drei gemeinechaßlichen Geraden p^tP^fP^ durch diee^ben Ebenen 
berührtf die Polarebenen von PitP^f py 

206. Der Punct p und ein beliebiger Punct von p sind zwei eutspiecbende 
Puttcte der Hessiana, also ist die Gerade, welche diese Functe verbindet, 
der Ort der Pole, deren Polarebenen durch ein und dieselbe Gerade gehen, 
die eine Doppeltangente der Hessiana ist und in der Polarebene von p Uegt 
(I96"i. Einer der Beruhrungspiuicte liegt auf 2>, der andere gehört dem Kegel- 
schnitt c an. Das heisst, jeder Geraden, die durch p in der Ebene pp ge- 
zogen ist und als Gerade ©«' (196) angesehen wird, entspricht als Gerade 
»'0' eine Tangente von e. Es sei 0 der Punct, in dem die erste Gerade 
von p getroffen wird und u der Punct, in welchem dieselbe Gerade die 
Hessiana noohmals schneidet (die Puncto 0' und 9 fallm mit p zusammen); 
it' und n' die Puncto*, in denen (lic ;c weite Gerade bejEilglich c berührt und 
p schneidet. Miin sieht, dass der Kegelschnitt c zur entsprechenden Curve 
die cubische Plancurve (Ort der Puncte it) hat, ia welcher die Ebene pp 
die Hessiana schneidet. 

Die Gerade itV liegt in der Polarebene von 0 ; nAn berührt diese Ebene 



203-207J 
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den Polarkegel von p, und letztei'er Kegel wird daher dürch dit zu a'v' analogen 
Geraden bei-Ohrt; das hetsst, der Kegdschnitt e ist die Spur des Kegels Mt 
der Polarebeno von p. Also: 

Dei' OsciUationskegd der Ues&ütiia in einem Doppelpwwte hm-vhrt diese 
Fläche tn dm Oeraden und eehneidet eie emeerdem noch in einem Keffdechniti, 
der in der Polarebene de» Doppdpum^ Uegi. 

207. Es gibt weitere Eigensohaften der Ebene pp^ die erwähnt werden 

Der Polftrkcgcl von u' <]fcht dtircli p, au=?.serd<'m ist die Polarebeue von 
|) in Bezug auf diesen Kegel i^uatnlich die Taugeutialebene diesem Kegelt» 
ISngs yn) die Polarebene von tt' iu Bezug auf den Fokrkegtl von |) (83), 
das heisst die Ebene Die letstere Ebene berührt also die Polark^el 
sämmtltcher Pancte des Kegelschnittes c, und die Berfihrungsgeneratrixen 
gehen durch 

Sobald die Ebene p/) in o die ersten Polarflächen der Puncto p und u' 
berührt, so büiülivt sie im nämliche» Puncte die ersten Polarflächen a!1er 
Puncte der Geraden pu', uiid »chneidot sie ia Geradenpaaren in Involution, 
deren Doppelstrahlen op und p sind. Zwei eoiyttgierte Gerade r,«*' dieser 
Involution gehören einer ersten Polarflache an, deren Fol i) sei (ein Pnnet 
von |)it'). Denken wir ans eine Ebene durch ^ und eine beliebige Tangente 
tt'^n'i von e. Die ersten Polarflächen von tt'|,v'i gehen snsamntcn (196) 
durch die Oerade pUj, welche it'jü'j enfspricht ''-wie p« der Geraden n'u'), 
al.so sind die Piuicto, in dcuci] diesi" (icrado >', /■' Iriffr, zwei Pole der Ijbeiie 
iqu^»|. Das heisst^ die Folarebenen der Puncto dur Geraden r,r' umhüllen 
ein nnd denselben Kegel t\e. Alle analogen Kegel gehen durch den Kegel- 
schnitt nnd dieser stellt daher, und awar er allein, die Enveloppe der 
Polarebenen der Puncte der Ebene ftp vor. Man kann di» auch auf fol- 
gende Weise zeigen. 

Der Doppelpunct p hat die Eigenschaft, dass alle Quadripolarflächen, 
die durch ihn gehen, in ihm durch dieselbe Ebene pp berührt -^^erden (203). 
Daraus iblgt, dass, weiiu mm duich die beiden Geraden zieht^ weldte jede 
die windschiefe Polarcurve vierter Ordnung einer beliebigen Geraden t des 
Baumes in zwei Puncten trifii, diese beiden Geraden stets in der Ebene 
liogen, das heisst, die Polarcurve einer beliebigen Geraden hat stets zwei 
Sehnen, die von p ausgehen und in der Eigene pj? gelegen sind. Es sei ytt 
eine dieser Sehnen. Jeder der Pnncfe, in welchem sie atjf der Ranmcurve 
aufsteht, luit eine rjlarebene, die diudi t und u'ti' geht (daraus folgt, dass 
t die €brade u's' schneidet); diese beiden Geraden geben aber eine einzige 
Ebene, also sind die beiden Puncto, in denen yit die Baumcurve schneidet, 
die Pole ein und derselben Ebene, die durch t geht. Zwei dieser Polar- 
ebenen (m Bezug auf die beiden Geraden yit) werden durch die beiden Ge- 
raden tt'v' bestimmt, welche man in der Ebene von c m iiehen kann, dass sie 

die Spur von t enthalten nnd den Kegelschnitt berühren; durch eine Gerade t 

11* 
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gehen «Iso nur zwei Ebenen, deren Pole anf der Ebene pp liegen, und diese 
Ebenen berttbren c; mit «ödem Worten, die»er KegelsdmiU iH die volUtänr 

dijfe Epreloppe ffrr Pohirehcvni rlfiv Puvrfe fJfT Ebene pp. 

Ein beliebiger Punct do;- l'olarebene von p gehört zwei Geradt'n u'ii' 
(Tangenten von c) an, und Iblglieh geht (Uc Quadripoiartiäche dieses i'unctea 
durcb die beiden entepreohenden Geraden |iit (196), das beiwt, sie berührt 
in |i die Ebene pp. Der Ort der Punetef deren erete Polarflä<Aen dU Ebene 
IQ) berühren f tat al»o snuammengeseüit: 1, Aus dem Kegd pcy deeeen I^cte 
Qmdripolarfläehen hesitzen, iodche pp berühren, imd ztoar in einem Puncte 

p; 2. Aus der Polarehene von p, in tndcher die Punde des KefffUchnittes 
c die Pole der Polarhegel sind, welche die Ebene p2> in Geraden öei^ü/ireti, die 
von p. ausg^ten, wüJirend die Qfiadripolas'ßächm imdern PuticU dieser 
Ebene die Ebene pp in p berühren. 

Nach dem Voriiergehenden ist es klar, dass die Raomourve sechst^ 
Ordnung, welche im Allgemeinen die Berlihrungacurre der Hessiana mit der 
Polarfläche einer Ebene ist (158), sich, wenn diese Ebene die Ebene pp ist, 
anf das System der vier Geraden PtP^fP^p^ and den Kegdsohnitt c redudert 

• 20Ö. Eine beliebig durch den Duppelpuncl p gelegie Gerade trifft die 
Hessiana in zwei weiteren Pnncten b ; es seien t', 1t* die entspreolienden 
Funete. Die ersten Polarfläohen der Punote der Geraden ptb gehen durch 
awei Kegelschnitte die in zwei Ebenen liegen, welche die QuadripolarflSche 
Ton p bilden und durch p gehen (194). In dem Bfischel dieser ersten Polar* 
flachen (»ind folgende Puncte diejenigen, deren Polarebene in Beeuc: auf diese 
Flächen constant ist: 1. die Functc c', ^' (Scheitel der Kegel des Biiscbels), 
deren Polarebenen in Bezug aut die QuadritiLlchen uns Büeiclielä beisüglich 
pl>' mid pt' smd, und 3. die Punote von deren Polarebenen in Besug anf 
die nämlichen Qoadriääehen durch die Gerade c'b' gehen. Die Ebene pb* 
ist also die gemischte Polarebene der Punote Ii, (', das heilst , sie ist die 
Polarebene von b in Beaug auf den Polarkegel TOn f', dessen Seheitel c ist. 
Daraus folgt, dass die Ebene pt' dorch e geht, und analog die Ebene pt' 
durch Ii. 

Ist ausserdem m ein beliebiger Fnnci von p, so gebt die Polarebene von 
X in Bezug auf den PoUrkegel von t durch t'V\ mit andern Worten, e^* 
liegt in der Polarebene von t in Bezug auf den Polarkegel von Xt dessen 
Scheitel p ist, das heisst, die Puncte Ptt*)^ sind in gerader Linie. Also: 

Wem eine durch einen Düpp^i^i^ p gexogene Gerade die Heeeiam in 
c, h ^chneidfit . .«o Hegen die entf^prechendm Ptmrte t'^>' ehenfa.Us mit p m ^ 
radsr Linie, und die Geraden cb', f^b treffen sich der Gj^-ade» p, 

209. Diese SchlUsse gelten auch dann noch, wenn der Punet c auf 
eme Gerade p^ fallt, eine der Geraden anf der Hessiana aber von p (der 
p entsprechenden) verschieden, ebenso von p^^p^p^ (die durch p gehen), 
nSmlich emem Puncte p^ entsprechend, der etwa auf p^ liegt. Nun wird c' 
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der DoppelpüDot und h' i&t ein Punct der Geraden Der nämliche 

Ptract b' ist der Pol einer ersten Polarfläche mit einem Doppelpunct in ir; 
nun haben aber ilie Nichtdoppelpuncte von p^ als Quadnpolai-flhchen Kegel 
mit dem Scheitel , also ist Ii' der dritte Doppelpunct der auf liegt, 
und folglich fSUt It auf die Gerade 

Ist der Punct c auf variabel, so bleiben die Functe t* {^p^ und 
V (= t>j), die beide auf der festen Gkraden liegen, unverSndert, also wird 
i> nicht aus p^ herausgehen. Daratts folgt, dass die Geraden p^ und in 
einer Ebene liegen, die dnrch p g'-'it. DiLst; Ebenp muss ausserdem die 
Hessiana in einer Ctuve zweiter Ordnung mit nopi-clpimct in p schneiden; 
letattere Curve ist also das System zweier Geraden, die nothwendigerweise mit 
p^ und p^ zusammenfallen. 

Der gemeinschaftliehe Punct der Geraden p* , j»^ ist der Pol einer Qna- 
dripolarfläohe mit Doppelpunct in und p^ das heisst einer Quadrifläehe^ 
die ans zwei Ebenen besteht, die durch p^ gehen; also .ist der l»^ und ge- 
meinschaftliche Punct der Punct Pj (der auf p liegt). 

Dif Geraden p., , j'^j , 2*4 • /'j bilden also ein volhlandiges eben^^ f Vierseü, 
dessen ücfmtel sechs Doppeipuncte der Hesmuia «md. Zwei Gegenscheitel sind 
aOspreeittnäe PuncUj das heu^, jeder derselbm Ue^ der ent«pre<Aend«» 
Geraden des etndem. 

Wie gross ist die Zahl der Ebenen, die derjenigen analog sind, welche die 
vier Geraden iigjiij,/»^,^^ enthalt? Durch jeden der Puncte p gehen drei- 
solche Ebenen, und jede Ebene enthält sechs Ponete )>, die Zahl der Ebenen 

ist also ^ = 6. 

Oder auch anders: Zwei dieser Ebenen gehen durch jede der Geraden 

p und jede Ebene enthalt vier Gerade p, die Zahl der Ebenen ist folglicb 

2.10_- 
_-5. 

Diese fünf Ebenen bilden einen Pentaeder (zuerst von SvLvEaTEB ent- 
deckt), dcsmi S<^eUel und Kanten beifSgltok die »e/m Pmete p und die »ehn 

Geraden p sind. 

Von diesen f&nf Ebenen gehen drei durch p und die andern durch p, 
also hat der gemeinschaftliche Scheitel dreier Seitenflächen des Pentaeders den 
Durchschnitt der beiden übrigen Seitenflächen cur entsprechenden Geraden. 

210. Will man das Syatem dieser fünf Ebenen studieren, so ist es am 
Besten, dieselben durch die Zahlen 1,2,8,4,5 au bes«chnen, in der Art, 
dass die zehn Scheitel p (Doppelpuncte der Hessiana) und die bezüglichen 
zehn Gegenkanten (entsprechen den Geraden p) bezeichnet sind durch: 

123, 124, 125, 134, 135, 145, 234, 235, 245, 34$ 
145, 35, 34, 25, 24, 23, 15, 14, 13, 12. 

Ein beliebiger Punct der Geraden 12 hat zur Quadripolarfläche einen 
Kegel, der dem Trieder co}\jugiert ist (194), das durch die Ebenen 0;4, 5 
gebildet wird. Ebenso rind ^e Polarkogel, deren Pole beliebig auf den 



t66 



Dritter Theil. 



[C«p. 1 



Geraden 13, 14, 15 aDgenommen «ind, den Triedera 245, 235, 234 besnglich 
ooign^erL Daraus folgt , dass alle QuadripolarAäohen dee durch diese ^er 
Kegel bestimmten Netze?; , nämlich die Quadripolarffächen aller Puoete der 
Ebene 1, ein und demselben Tetraeder conjngiert sind, nSmIioh dem Tetrae» 

der 2345. 

Die Ebenen 1,2)3,4,5 sind die dnziijen, v- eiche die Eigenschaft besüsmf 
dass die Quadrij^olwrßächm aller I^uncU einer Jeden von ihnen demsdbm Te- 
traeder (da* dwn^ cUe vier andern fftbüdet toml) ew^ugiert eml; weil man 
beweisen kann, dass, wenn die QuadripolarflSchen eines Netzes ein und dem- 
selben Tetraeder conjngiert sind, die Kanten desselben in der Hessiana liegen. 
In tlov Tliut Ist diese Fläche die Jacobiana (139) <1es linearen Systonif:, das 
durch genamircK Netü und eine andpre nicht zum Nef^c t^chiiiige Quadri- 
polarfläche & bestimmt ist. Nimmt man aiü einer Kante des Tetraeders eine« 
Punct dt an, auf der Gegenkante dort den Pnnct 0', wo dieselbe durch die 
Polarebene von 0 in .Bezug auf S geschnitten wird, so sind die Pnncte 0, 0' 
in Bezug auf alle Flächen des Systems conjngiert, und gehören also dev 
Hessiana an. 

211. Wi;- haben oben (196,201) bewiesen, dass jede Bitnngeute der 
Hessiana die Eigenschaft besttat, die Envälop^e der l'oiarebeueu der Puaete 
dner andern Geraden zu sdn, welche die beiden entsprechenden Puncte der 
Fläche Terbmdet. Unter den Geraden, welche diese Eigenschaft besitzen, 
befinden sich die zehn Kanten des Pentaeders und die fünfzehn Diagonalen 
seiner Seitenflächen. Jede IC wie 12, entspricht einem Büschel Polar^ 
kegel (10-lV dessen Basis das Syst-.m der vier Geraden i?t, wolelie im ent- 
sprechenden i'uncte 345 zusar;nni.-nlau;V"ri ; und umgekehrt (H7;i: ilit I'i.lor- 
ebm&fi Pmcte jeder dimr vier Ueracien g^en dwch dk Gerade 12. Jtit^ 
Diagonale, wie {l23}{l45}, entspricht einem Büschel von QuadripoIarflSohen, 
die nicht Kegel sind, deren Basis das System der vier Geraden ist, gebildet 
durch den Durchschnitt der beiden Ebenenpaare, welche die Quadripolar- 
flSchcn der Puncte 123, 145 darstelleti, und umgekehrt: Die Polarebenen 
der Puncte dkeer vier Geraden gt/wn eänmtUcJl dur<A die betrachtete Diagonale. 

212. Wir haben gezeigt, dass einer beliebigen Geraden ^cb durch den 
Doppelpunct p eine Gerade pt'b' entspricht (208), und aus dem Vorher- 
gehenden (209) folgt, dass, wenn die Gerade pch in eme Seitenfläche des 
Trieders Pif^P^ fallt, die Gerade ptV mit der Gegenkante desselben Trieders 

«usammenfallf. Ist umgekehrt pcd eme der Geraden jPpPjjiJg, so ist pc'h' 
eine beliebige unter den Oeraden, ^YeIche durch p gehen und in der Ebene 
der b(:iil<Mi amlern (xeraden 2> hegen. 

Fällt p^lf mit |ic'ii' zusauiinen, das heisst, sind c, Ii £wei entsprechende 
Pnncte, so ist pt\t (197) eine der vier Geraden, durch welche die Polarkegel 
vom Scheitel |» gehen. 

Ist pA in der Ebene pp gezogen, so fiOlt t' mit p zusammen, und folglioh 



210— 214] Eigentch«sft«n der Heinana einer evhieehen Fläche. 



of^Vilm-t die Gei'ad@ i^t'i' die liefisiaua in p \ aigo erzeugt, wenn um 
variabel ist in der Ebene die Gerade pt'b' den Polarkegel von p-y nnd 
"vahrend t die Gerade p dttrchlSufk) und h eine cubische Plancnrve mit Doppel- 
pnnet in p beschreibt, erzeugt der Pnnct b' den Kegelschnitt e, Durehflchnitt 
des genannten Kegeb mit der Hessiana (206). Sobald pth die Hessiana 
oeculiert, das heilst , wenn sie in p einen der Zweige der Cllbischen Plancurvc 
berührt , so fällt ^ mit p züsnmmL'ii . iimi folglicli auch auf Daraus 
ergibt sicli, das» die beiden Durciischiiittspuncie de§ Kegelschnittes c mit 
der Geraden p den beiden Fnncten der cubischen PlaDcnrve entsprechen, 
welche unendlich nahe p liegen. 

218. Verschiebt sich die Gerade pct In einer Ebene E durch so 

erzeugt die Gerade pc'h' einen Kegel, der dmcli p^.p.yP^ geht, wegen der 
drei Geraden, in denen E die SeHcnMialu'n des Trieders pjPgPg schneidet 
(212). Dieser Kegel ist durch zwei andere Generatrixen bestimmt, weil zwei 
Gerado, die durch p gehen, die Ebene E bestimmen. Die Kegel, welche 
in dieser Weise zwei Ebenen E^ entsprechen, haben eine eina'ge gemein, 
schafdiche Generatrix (aussn p^, p.,, p^ nämlich die Gerade ptit't welche der 
Durchschnittslinie pcb der beiden Ebenen entspricht. Die Kegel, welche dei^ 
Ebenen K entsprechen, «ind also zweiter Ordnung. 

Wir haben so dm Tram/ormati'tn <i<:r Fkpjtren evhalimf toeUte aus Ge- 
raden {aleo audt aus Ebenen tmd Kvt/eiu) gebüdet werdatj die von p aitug^en* 
Einer Cferaden entspricht eine Cferade, einer Ebene «ntspritM ein Quadrikegdf 
der dem Ti^ieder PiP^^ wngesi^ridmi ist, und umgektftrt» 

Sobald die Fnncte (, c' und ebenso 2), V in Bezug auf jede QuadrifiiichB 
conjugiei-t sind, so »ind die Geraden pctf, pc'h' in Bezug auf sUmmÜicTie Polar- 
kerjcl vom iScImtel p ronjwßfirf. Dicsf: Ke»el bilden ein Büschel und gehen 
durch die vier f^emd^ ii, v,clrho ilnieii t-nUprechcn. und diese vier Goraden 
bilden ein vulläfändiged Vierkant, des&en DiagOUaJgerade Pjf P^f Pg . sind 
(Durchschnitte der Bbenenpaare, weiche dem BGschel angehören, und die 
(^uadripolarflaeben der Pnncte PpP^,p^ «nd). Also: I>«r Quadrikegelj der 
dem Triedei' P1P.2P3 nmgeschriehm ist einer Ebene E entspricht , ist [dmr 
Ort (kr Polwgeradm dieser Ebene in Bezug auf die Kegel Jenes Büschels, 
Folglich schneidet obiger Ke?»el die Kbenon P.2P3> PsPif PtP^ längs der conni- 
gierten Geraden der Uurclisciuiittsi;i nulcn derselben mit M in Bezug auf die 
respectiven Geradenpaaie p■^i^Y, P^jFi'i 2h> Ps' ^^"^^^^ Kegel trifft die 
Ebene E längs zweier entsprechender Geraden, von denen jede eine Be« 
rührungsgeneratrix zwischen £ nnd einem Kegel des Büschels ist; die Ebenen, 
welche durch p^ gclien und be2%lich durch zwei entsprechende Gerade, 
bilden ein harmonisches System mit den Ebenen PiP^tPiP^; u. s. w. 

214. Wir betrachten einen Culiiki'gel (Kegel dritter Ordnung), dur durch 
die feecrm Geraden pPiiPP^PV^ I^t^P^sPi geht und längs der drei letaten 
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durüh die Polarebenen von p^, p.^ berührt wird ' )■ Es sei pcb eine Ge- 
ueratriz dieses Kegels. Die Ebene schneidet die Hessiuua und diesen 
Kegel längs swei cabisehen Flanennren, die sieben Puncte gemein habeO} 
von denen drei die6elb.en Tangenten besitzen ^ diese oubischen Cnrven fallen 
also ansanunen. Das heisst: Der C^ibikegti ir^ die SkMiam i» ebur Pkm- 
cwtw (dritter Ordnung), deren Ebene pc ist, und also nw:^ in einer andern 
Planrvrre (derselben Ordnung) , deren Ebene pt ist. Jede dieser beiden 
Ebenen genügt offenbar, um auf eine eirjzigc Weise den Ciibikegel und die 
andere Ebene zu bestimmen j also bilden diese Ebeneniiaare^ die die Durch- 
»<^nitteeurven der ffeeeiana mit den ChtbOeegdn dee jSäscAefs, nm das es sich 
handelt, enthtüten, eine Invohitim; die Doppelebenen derselben enthalten die 
BerGhmngscarven swisdien der Hessiana nnd awei Kegeln des Bflsehels. 
Das heisst: IHe Tangenten, wUe^ man vom Punote p aue an die Heeeiana 
ziehm Pann, bildm zwei Cubikegel, und dk B^ruhrrngscurom heßndm steh in 
zircl thirch jp gehm/tm Ehmen; das System dieser beiden Ebenen ist folglich die 
Quadripolarfläche des Punctes p. Also: Die Quadripolarßäcfte von |) besteht 
aia moei Ebeneny wdeke mt dmjmigen beiden Irenen em hesrmoi^eehee Sgetem 
lüden, toeUAe die Mden eubietAen Flanewven enUudten, die ein und demaeiben 
CubQeegei des BUeckela angehören. 

Unter den Kegeln dieses Büschels gibt es auch de», welcher durch die 
Ebene pp nnd den Polarkegel von p gebildet wird. Die Ebenen der Scbnitte, 
welche denselben entsprecheu, sind die Kbenen und die Poiarebene von 
p. lün anderer Kegel desselben Biischels ist das Trieder PiP^Pp das durch 
di^euigen dxta SeitenflSdien des Pentaeders gebildet wird, welche in |» m- 
sammenlanfen. Die entsprechenden Schnitte liegen in den beiden andern 
Seitenebenen des Pentaeders, welche dnrch j7 gehen, und Jeder von ihnen 
ist das System dreier Geraden. Hieraus sieht man, daea die beiden Ebenen, 
Wilchi: die Qtiadripolarßdrhe von p darstellen. 7ind die bdden Seifenßä(^en dee 
Fmtaedei-s, wddie durc/t p gehen, dn harnwmaches /System büden. 

215. Die Ebenen jjtjp'i» geben bezüglich durcli l»', t* (S08), folglich 
geht der Cubikegel des erwähnten Böschels, welcher durch pt'b geht, auch 
durch ptfVi das heisst (113), dieeer Kegel enUprieM eiißt edbH. Man sohliesst 
hieraus und ans bekannten Eigenschaften der cnbischen Plancurven 2), dass die 
Tangentialebenen unseres Kegels lange zweier entsprechender Geraden pcb, 
ycll' sieh in einer Qeneratriz des nämlichen K^els schneiden; dass jeder 



1) Die analogen Cubikegel bilden ein BOscbel, denn die gemeinsamen Bcdin- 
gniig«fi sind neun Geraden äquivalent , durch welche dai^ System der drei Ebenen 
fiV» Vtfv Fl V% Syaiem der Ebene und des PolarkegeU der Geraden 

p gehen. 

^ Man kann in der That den Cubikegel als Jacobiana eines Netzes von Qnadri> 
kegeln vom Sdieitol p betraehten, den das Folarkegelbflsehel der.Pnnele von p 
angehört. 
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Quadiikegel) der dem Tiiedet- Pif^p^ iiingescbrteben ist, den Cubikegel ISogs 
d«r drei BerllbnuigsgeDeratrixeii Bchneidet» welehe dieser Kegel mit eis und 
demselben K^el zweiter Ordnung besitzt; und dass diese drei Generstrixen 

ein Trieder bilden, dessen Seitenflächen den Cabikegel in drei neuen 0ertden 
sduieiden, welche in der Ebene liegen, welche dem ersten Qnadrikegel ent- 
spricht, U. s. W.) u. 8. w. 

S16. Wir wollen jetzt noch dnige Bemerkungen dber die PolarflSche 
emer beliebigen Ebene E raaehen, welche durch den Doppelpunot p geht 
Da dieser Fnnct der Seheitel einer unbegrenzten Zahl von Polarkegeln ist, 

deren Pole die Panct« von p sind, so gehi die Polarfläche durch diese Gerade 
und Ist längs rleiselLon diucli die Polarebene von p berührt. Dieselbe Fläche 
geht ausserdem noch durch p und wird in diesem Puncte von der Polarebene 
des Punctes i berührt, in dem M von p getroffen wird. Unter den Polar- 
kegeb vom Scheitel p g^bt es zwei , welche die Ebene E berOhren; also 
(188): Die PokaßäAe hat zwei Doppelpuncte auf p. 

Die QuadripolarflXchett, die durch p gehen, treffen E in Kegebohnitten, 
die in p durch ein und dieselbe Gerade pl (Durchschnitt der Ebenen E und 
Pp) berührt werden. Ein beliebigpr Pnnct dieser Geraden ist für einen dieser 
Kegelschnitic ein Doppt-lpunct, das licisst, er ht ein lUriihrungspiuict zwischen 
M und einer ersten PoJartiäclie durch p. Alle analogen ersten Folartlächen 
gehen daher durch die Gerade pi, und ibre Pole sind auf der Geraden ge- 
legen, welche den Durchschnitt der Polarebenen von p und t bilden. Daraus 
ergibt sich, daee diese leMere Gerade der Poku;fiäche wm E ongtMrL 

Diese PoIarflSche berührt die Hessiana Iii einer Kaumcurve sechster 
Ordnnng (158), die sicli in unserem t^pecieUeu Falle in zwei Thcile theiit, 
die Gerade p und eine Raumcurve fünfter Ordnung, die durcl» p geht. Diese 
Curve, als dem Schnitte der Ebene E .luf der Hessiana entsprechend^ bildet 
in Verbindung mit den Geraden p^rp^^^i vollständigen Durchschnitt 
dieser Fläche mit dem Quadrikegel, wdeher der Ebene E entspricht (218). 
Der letztere Kegel schneidet daher die Polarfläche von E nochmals in einer 
Geraden. In der That, sobald die Ebene E durch die ent^i>rechenden Puncto 
p, t der Hessiana geht, berührt ?ie in t ein Biiscliel vun Qtuidripolarflächen 
(203), deren Pole auf einer Geraden durch p sich beliiulen, die in der rolar- 
liäehe liegt ^ und diese Fläche wird lüngs jeuer Geraden durcli die Polar- 
ebene von t berührt. Dieselbe Gerade enthält die beiden andern Doppel- 
puncte der Fläche, welche die Pole der beiden Kegel sind, die zu dem 
Bfisohel gehören. Diese beiden Kegel haben daher ihre Scheitel auf einer 
In der Ebene E durch p gehenden Geraden, welche der ersten Geraden 
entspricht 

*217. Indem man diese Betrachtungen aui die Ebenen des Ptiitaeders 
12345 (210) anwendet, siebt man, dass die Kanten des Tetraeders 2345 die 
Cnrve sechster Ordnung i^entsprechend dem Vlerseit mit den Seiten \%X% 
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14,15) bilden, längs dessen die Hesaiana durch die Pularfläche der Ebene 
1 bf'rflhrf whd. Diese Fläche hat daher die Puncle 234, 235, 245, 345 (die 
Scheitel des Tetraeders) zu Doppel2)nncten. Dieselbe Flache enthält als» reci- 
pruke Fläche der Stmt&rsdwn Flüche (188) drai audera Gerade diu in derselben 
Ebene liegen. Diese Geraden sind (216) die Darchschnitte der Folarebenen der 
Pnnctenpaare (123, 145), (124, 135), (143, 125), der G^enscheitel des Vier- 
.seits. Sie bilden gleichzeitig ein Dreieck ajbjC^, von dem jeder Scheitel der 
Pol einer ersten Polarflache ist, die die Ebene 1 berührt, und durch iwei Qegen- 
scheitehiaare des Yinrpeits geht: also sind die Diaeonnlcn dieses Vierseit? zn 
zweien cotabiiii» ir diu Durchschnitte der Ebene 1 mit den ersten Folartiächen 
der Puucte b^^ c^j das heisat, die Scheitel a'|, Jb p ('j des Diftgonaldretecks 
sind die Pole der Ebene o^bjC^* 

Der Ebene 2 entspricht ebenso eine Ebene tij^^ welche die PoUrebene 
Jedes Scheitels des Dreiecks, o'jjb'jC j isti das durch die Diagonalen des Vier- 
seits (21*23,24,25) gebildet wird; u. s. w. für die übrigen Eb'^ncn des Pen- 
taeders. Nnn gehen aber die Ebenen, die vom Poncte 345 aus durch die 
Diagoiialen 

jl23|jU5|=t>'iC'i, jl24j|l35j = c>'i, jl25ltl34| -a'ib'i 

gesogen sind, auch durch die Diagonalen 

tl23!)245j = b'8c'„ {124}|235j=«>V (125|{234 |=ft'al»'s » 

weil die Pnnctenpaare 

(145,245), (135,235), (134,234) 
mit 345 in gerader Linie liegen; also treffen sich die Geraden 
e'jt'j^ in demselben Pnncte 345. 

Da die Ebene ttjbjC^ die Polarebene der Puncto «'j, h'j, c'^ ist, so folgt 
daraiis, dttss die Quadripolarfläche des gemeinschaftlichen Punctes dieser 
Ebene und der Geraden 12 eiu Kegel ist, der durch die Pnncte a'i,b'i, t*i 
und dnrch die vier Geraden (dnrch 345) geht, welche die Basis des Polar- 
kegelbiischels der Puncte von 12 bilden. Ebenso ist die Quadripolarfläche 
des Pnnctcs, in welchem Oj6g% die Gerade 12 schneidet ein Kogel, der 
dia rli die Puncto a'.,, b'j, c'^ und dnrch dieselben vier Geraden geht. Nun ÜLt^on 
aber dio Pnncte tt'j.rt',; t^'^. b'^; Puncte 345, dem gemeiu- 

schatthciien Scheitel beider Kegel, iu gerader Linie ; die beideu Kegel fdlen 
also ansammen, das heisst, die Ebenen »ibjC^, a^.bor.^ treffen die Gerade 12 
in demselben Poncte. Also: Die Ebenen a^üiip a^b^c^, %o4(he den SeUen- 
flächen 1, 2, . . . de» Pentaeder» ent8pre(^im, lüden dn neue» Pentaeder^ dessen 
Kernten die entsprechenden Kanten des a-^fm treffen^ und da^er Neffen die ßinf 
Getreiden, in denen sich die eniq^eehenden iSeitenebenm der beiden Pentaeder 
»ekmden, m einer einzigen Ebene, 

218. Wir haben oben bewiesen, dass dem Schnitte der Hessiana durch 
eine Ebene E ^ne Raumnirve k sechster Ordnung entspricht (168). Es sei 
0 ein Pnnct von kf «' der entsprechende f onct von E. Die Polargerade 
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der £bene E in Bezug aaf den Polarkegel von 0 trifft die Hessiana nicht 
Mos in o't sondern auch in drei anderen Pnnoten 1, m, n. Die Ebene E ist 
also die gemischte Polarebene der Pimctenpaare 0. t; 0, m; o,n, das beisst, 

sie ist die rolarebpne von 0 in Bezug auf die Polarkegel von 1. m. n. R 
enthält daher die Scheitel dieser drei Kce:eL und folglich gehören die P miete 
I, m»!! der k m. Also: Die Folargeraden der Ebene E m Bezug au/ die 
Polatkegüy deren S<^«Ud m diewr Ebene liegen^ treffen jede die Eaumeurve h 
m drei Puneten. 

Wie viel solcher Polargeraden der Ebene E gehen dareh eben beliebigen 
Punct 0 von h ? Man mnss «nen Pnnct suchen, welcher mit 0 als gemischte 

Polarebene die E hat : solcher Pnnet ist jcrler Pnnct der Polargeraden von E 
in Bezug auf den Polarkegci von 0. Diese Gerade triti't, wie man vorhin 
geseheu, die Curve k in drei Puneten l, nt»«; und di© Polaa-geraden von E 
in Besng anf die Polarkegel von I, m> tt gehen durch 0. Es gibt äUo drei 
Pokwgeradet wdtAe durch einea beUebigai Punet wm k gehen. 

Wie viel dieser Polargeraden trifft eine willkürliche Gerade ^? Oder 
anders, wie viel Piincte gibt es anf ^, welche E als Polarebene haben in Be- 
zug auf einen Polarkegel, dessen Pol auf k liegt? Die Pole der Quadri- 
polarfliicher» , in Beznsr anf welclie die Pnncte von y dii^ Pole von E ßind 
(187)^ liegen am einer cubischen ilaumcui ve, welclie mit k acht Puncte ge- 
mein hat (121). Also: Die Polargeraden der Ebene E in Besug auf die 
Polarhegel, deren /Scheitel «ioh m dieeer Ebene befinden, bildw eine Fläche 
achter Ordnung. FW diese Fläche ist h eine dre^athe denn in jedem 

ihrer Pancte kreuzen sich drei Generatrizen. Die nämliche Ftäshe gtht dunA 
die zehn G''rafhn p, weil jede dieser letztern rU Polarc^erade einer [»oliebipen 
Rhene in Bezug auf die Quadj'ipolarüüche des eutsprech enden Punctes f 
betrachtet werden kann. 

Die Generatrixen der Fläche treffen die Ebene E in den Scheiteln der 
Polarkegel, also enthält die Fläche den ebenen Schnitt dar Heeeiemu <xuf E. 
Sie t iit]i);il aiu'serdem noch vier Geiade^ die auch auf E li< ^on. Es sind 
dies die Bertihrungsgeneratrixen von E mit den vier Polarkegeln, deren Pole 
die Doppeipnnctc der Polarfläche von E sind (188V 

Ist die Eliane im l'ni iidllchen, so sind die Poiaricegel der Puuote 
von k Clünder, unter denen dicjunigoni welche E berühren, viär an der Zahl, 
parabolisch mnd. Die Polargeraden von E werden die Axen dieser Cy- 
linder. 

219. \ oTi welcher Classe ist die Envdoppe der Efirncn. welche die Fun- 
daimnta^dche in hannoimchoi culmc/mt Om'pm schneide ^Yi Es sei y 
eine willkürliche Gerado, x ein Punet, welcher g und der Fundamentalflache 



1) Eine Plancurro dritter Ordnung heLs^t harmontsch oder ü^uimJuiu-momach 
naoh den Spedalwerthen des eonstanteo DoppelverblUtaiisMfl von vier Tangenten, 
die von einem beliebigen Puncte der Curve ausgehen. Einleitungf No. 27, ISl b. 
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gemein ist ; man muss uuu eiue solche Ebene^ welche durch y geht, suchen, dass 
die vier Tangenten, die man von x tm ia dieser £bene ziehen kenn, ein 
harmomscbes System bilden. Nnn bilden die Tangenten, die man von jr an 
F3 stehen kann (67) dnen Kegel vierter Ordnung, weleher, da er un AUge> 

meinen keine Doppelgcneratrixon hat, noch stationäre, von der zwölften Glaaae 
ist. Indem man diesen Kegel und die Oerade g durch eine Ebene schneidet^ 
erhält man eine allgemeine Curve c vitrtei- Ordnung und tinen Punct g. Es 
handelt sich nun darom, von g eiae Geiaile 2u aithen, welche o in vier har- 
monischen Pnnoten schneidet. Man weiss aber 0> dieses Problem sechs 
AnflSsungen snlliafit, also ist die gesuchte Enveloppe eine Fläche van der 
eeehaten Classe. 

Auf die liiimliche Weise findet man den Satz: Die Ebenen^ welche die 
Fundamen lalfUidie in äqtitanharmonitehen cuMedim Curve» «cAfMSteien, umhüUm 
eine Flüche vierter Clause, 

Eue cubische Cnrve mit einer Spitze ist gleichzeitig ein SpedaUall der 
harmonischen eubischen Curve und der aquianharmonischen. Also eind die 
beiden Flächen eecheter und vierter C^aeet, velche vir eben betrachtet haben, 
Ml iKe DeticloppaUe (172) dngeechrit^i, die dwrdi die etationären TangenUtd' 
9bertm fjahUfM mrd (das heisst, die der Fundamentalfläche längs der para- 
bolischen Curve umgeschrieben ist). 

üni&r den Ebmmf wektliß die Fundavuntalfiäche in ü^xdanhxinnonischm 
evMedtm Cktrvm Mi&n«i<fa», h^mden dek aaeh die xehn sm pp analogen Ebenm 
(207), dass hoisst diejenigen, welche durch einen Doppeipnnct nnd die ent- 
sprechende Gerade gehen. In der That ist die erste Polarfläche von p ein 
Ebenenpaar, dass durch p geht, und die ersten Polarflächen der Puncte von 
p «ind Kegel, welche die Ebene pp l;'nü;s OeiadGiipafuen durch p m Invo- 
lution schneiden. Dip Doppelsü-aiilen dieser Invidution iind die Gerade p 
bilden also die Jacobiana des Netzes von Kegelachnitten, längs deren die 
Ebene pp die Qnadripolariläehen dieser Puncto schneidet. (Diese Jacobuma 
ist der Schnitt der Ebene pp durch die Polarfläche dieser Ebene). Wenn 
aber die Jaoobiana des Netzes der Polarkegelschnitte das System dreier Ge- 
raden ist, so ist die Fundamentaleurve äqnianharmonisch, folglich trifft die 
Ebene pp die Fundauentalfläche in einer äqnianharmonisohen eubiseben Curve. 

0 Strjker, Deber eolehe olgebrMehe Cutven u. «. te, (CreHes Jirarnal, 
Bä. 47. 8. 102). 
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CAPITEL ffl. 

DIE SIEBENUNDZWANZIG GERADEN EINER FLÄCHE 

DRITTER ORDNUNG. 

220. Kiiie Biutigeiitiaiebeiie dvv FuuüuuibntalÜache schneidet dima 
FlKche in einer enbiechen Curve mit awei Doppelpuncten (den beiden Be< 
r&hniiigepnnctea), dass heisst in einer Geraden und einem] Kegelschnitte. 
Die Zahl der auf liegenden Qeraden iat also gleich der Zahl der Bitan- 
genten, weiche dnroh einen beliebigen Pnnct des Baume« gehen, oder auob 
gleich der Cl.isse der developpablen Fläche , welche die Enveloppe der Bi- 
tangtäiitialeljenen ist. Diese Clas.se int nun (07) gleich. 21, also ßiUhäU eilte 
FläcJie dritter Ordnung im Alli/t;HuiintH 21 Gerade, 

Ist a eine dieser Geraden, so schneidet jede durch a ^^clegte Ebene 
die Flache in einem Kegelschnitt und berührt sie in den beiden Durch- 
schttittspuncten dieses Kegelschnittea mit a (171). Lässt man die Ebene urti 
a rotieren, so erzeugen «He beiden BerÜhrwugepmete eine InvobUufnf deren 
Doppelpuiicte die Bcrührungspuncte von a mit der Hesslana sind, oder wasi 
auf dasselbe hinau.sl'inft , mit der pruaboli.schL'ii Curvo. Unter den Ebenen, 
die durch a gtlcj^L sind, gibt es (171) i'ünt, welche in einem Kegelschnitt 
mit Boppelpunct {/.wei Gerade ausser a) schneiden; das hnsst, ärn^ Jede 
auf der Ftäe^ ^^egme Gerade gehm fiaif 7V*tonyen<ia^«)Mi» (zwei Beräh- 
mngspuncte »nf der Geraden, der dritte ausserhalb). Umgekehrt muss jede 
Tritangentialebene die Flache längs drtier Geraden schneiden (eine cubische 
Curve mit drei Doppelpuncten); abo: FAne beUebt^e Gerade auf der Fläche 
irijß 2.5^10 andere Gerade derselben Fläche, und die Zahl der TriUm' 

geniialebenen iei ^-'-^^ = 45. 

o 

Sind a, 1, c drei 0 t rade , die in derselben Tritangentialebene liegen, so 

gehen durch jede solche Gerade vier dreifache Tangentialebenen ausser abe, 
jede dieser Ebenen enthUlt zwei neue Gerade, und man erhält so die 3^2 — 24 
Geraden, welche mit a, b, c die Zahl 27 vervollständigen. 

221. Die nenn Geraden, in denen sich die Seitenebenen zweier gege- 
bener Trieder schneiden, bilden die Basis eines Büschels eubischer Flächen, 
an denen auch die beiden Trieder gehören. Die Fläche des Bttsohels, welche 

durch einen gegebenen Pnnct p gelit. eiliält mnn auf folgende Weiset Eine 
beliebig durch p gelegte Ebene .schneidet die neun Geraden in nenn Puncten, 
welche als Dwchschnittspuncte der Seiten zweier Dreiecke (Sclmitte der 
beiden Trieder) die Bams eines Cunrenbüschels dritter Ordnung bilden. Kfaie 
dieser Gurven geht durch y und der Ort edler esncdogen Cbmn, uwIcA« man 
crMf, «Mtm man die Ebene wn p drsU, iet offenbar ^ geeueüte eMche 



174 



JJrüt&r Iliäl. 



[Cap. III. 



Fläche. Es seien a^, ö^, c^] h^^ «^s» o^j <»s> ^| Qeraden, in denen die 
erste, zweite, dritte Seitenfläche des ersten Trieders bezuglich die Seiten- 
flächen des zweiten schneidet: oder anders, es seien a^. o^, ; i^^c^, 
Cjj, a,-,, die Geraden, in T.elchen bezüglich die erste, zweite, dritte Seiteu- 
fläche ilQü /.weiten Tiiedetä die SeitenAächeu des ersten schueidet; denn 
könueu wir folgende Tripel aufstellen 

^1» % » S' ^8' *^31 ' ^12 i 

in jedem derselben hat man drei Gerade, wclclic sich nicht schneiden; die 

drei Geraden '^'j- i^, bestimmen ein Hypeibitloid , welches die cnbische 
Fläclie iiucliui;i,l^i l'ings oiiier C irve / (dieselbe ist iiichl eben) ilrittcr Ord- 
nuug sciiueidet. Eine beliebig durch gelegte Ebene berührt das Ilyjier- 
boloid in einem Panote jr tmd die cnbische Flache in swei Poneten y^, ji^. 
Lässt man die Ebene nm rotieren, so ergeben die Puncte ^j, ^ eine der 
einfachen Reihe der Puncte t projectiyische Involution, und es gibt also 
drei Fälle, dass ein Punot x mit einem der ertsprecbenden Puncte ]t ^i^' 
sanamenflllt. Das heisst: Das Hyperboloid und die cnbische Fläche beröhren 
Üeh in drei Puncten von , r-bt^nsu iu drei l^aicten von und in drei 
Pnncten von «jj. Die Bcrührungspuncte zweier Flächen sind aber die 
Doppelpuncte ihrer Schnitte, also schneidet l jede der Geraden a^, Z»^, in 
drei Puncten. Daraus folgt, dass l das System dreier Geraden ist, die 
dp schneiden Analog schneidet jedes der Hyperboloide', welches 
den fünf andern Tripeln entspricht, die cubisehe Fläche in drei neuen Ge- 
raden; wir erhalten so 8.6 = 13 Gerado, welche mit den neun Durchschnitten 
der Seitenflächen der gegebenen Trieder das ihr 27 Qm-4td&n bilden. 

222. Ein Büschel v ii Flächen S zweiter Ordnung, dessen Basis eine 
Cnrve C vierter Ordnung sei, sei einem Büschel ?on Ebenen E, die sUmmt- 
lich dr.rch eine fJorade n gehen, proiectivisch. Der Ort der K fff et. <■'('?( tu fte^ 
in dcm-a <'r Flä'-lifu. -V durch dk cntapnAhenden Ebern u K './i\irlinüieu werden, 
üi (113) teilte Fläche dräter Ordtiuny. liire DurclischuiUapuucte mit einei' 
beliebigen Geraden g erhält man auf folgende Weise. Die Gerade^ trifit 
8 in zwei Puncten und E in emem Puncte jr; die Punctenpaare Sj, 
geben eine der dnfaohen Beihe der Puncte jr projectivlsche Involution and 
es gibt, also dreimal ein Zusammenfallen eines Piuietes % mit einem ent- 
sprechenden Puncto y. 

Die Flüche geht durch die Basis der beiden erzeugenden BUschel 
(llä) , niimli&h durch die Baumcnrve o und die Gerade a. Jede .Ebene E 
berührt in swei Puncten; es sind dies die beiden Puncte, in denen die 
Gerade « die E entsprechende Fläche S schneidet. Unter den Flächen 



1) Eme Yerallgemwuerang dieses Saties von Moutab» sehe man oben 60^ An» 
merhmg *). 
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A*? gibt zwei, welche a beiülireii, das lirTpgf, "p rjiht 'ru-^i Ebenm E, lüdrhe 
stationärr Ehmen sind. Jede Fläche S loi iilirt /'., in vier riincten. nämlich 
in denjenigen, in welebeu die Baiuncurve c durch die d cntspiecheude Ebene 
getroffen wird. 

Unter den Eimen E ea ßinf (171), welche die eni^areiAende FlätAie 
S ber^m\ jede dieser Ebenen ist also eine Tangentialebene 7on jP^ in drei 

Fnncten unrl schneidet diese Flache in zwei Geraden ausser a. Indem man 
von einer beliebigen solchen Tritangentialebene ausgeht, ündet mati das voll- 
ständige System der 27 Geraden wieder, wie oben (220). 

228. Wir wollen jetzt voranssetsen, die Ebenen E seien die Polarebenen 
eines festen Pnnctes p in Besug anf die Quadriflächen S\ dann iet der Ort 
der Beriämmgeeurven ewuehm den Quadr^äaken dee SütiAele und den um- 

fjesch-khenm Kegeln vom Scheitel p eine cubi^che Fläjie , welche durch die 
BasI,^ c des Büschels geht und auch durch den Punct wegen derjenigen 
QuadriilUche S, v.-cichc dnrch p geht. Die Ebenen E der Bei iihrung^curven 
gehen durch ein und dieselbe Gerade a, welche also auf der Fläciic liegt. 

In dem BSschel Qnadriflachen gibt es vier Kegel , und fSr jeden der- 
selben zerfällt die Berührangscurve in zwei Gerade, die in einer Ebene durch 
a liegen. Die Fläche «S, die durch p geht, wird von der Fohirebene von p 
in zwei Geraden geschnitten, die sich !n p kreuzen, und deren Ebene dnrch 
a geht. Wir haben so 10 trade erhalten, welche paarweise in Ebenen 
liegen, welche durch a gehen. 

indem wir die beiden in p gelcreuzteu Geraden betrachten, sehen wir 
jede in zwei Puneten auf der Baumcurve o aufstehen, und durch die Gerade, 
welche sie verbindet, kann man vier Tangentialebenen von c ziehen. Jede 
dieser Ebenen berührt in demselben Puncto, in dem sie e berührt, auch die 
Fläche Fy weil die Gerade, welche p mit dem BerQhrting^spnncte verbindet, 
in dem letztem Piincte Fr. berithrf . imd mit d»^r Tangente von C die Tan- 
gontialeboiie von /'', bestimmt. .k'iJe dir:-;er l-lbeni-n ist also dreifaclie Tan- 
gentialebene und schneidet folglich in zwei neuen Geraden. Wir erhallen 
80 2.4.2 = 16 Gerade, welche mit den 10 schon erhaltenen und mit a zn* 
sammen das System der 27 Geraden vervollständigen. 

224. Wir wollen ein lineares Ebenensystem dem Systeme der Pnncte 
de« Kanmes projectlvisch nennen, sobald einem beliebigen Puncto x eine ein- 
zige Ebene X entspricht, nnd umgekehrt jeder Ebene .Y ein einziger Punct 
jrj wenn ferner den Puneten v einer ]]bene .V rlio ICbenen X eines Netzes 
entsprechen, welche dui'ch ciu'vund denselben XHinct gehen, und folghcU 
den Puneten x einer Geraden die Ebenen X eines Büschels. Unogekehrt en^ 
sprechen den Ebenen X dnes Büschels die Puncto x einer Geraden, und 
den Ebenen 2Cf welche durch einen Pnnct <r' gehen, die Pnncte jr einer Ebene 
X, Die Pnncte x' nnd die Ebenen X' bilden zwei neue projeetivische 
Systeme. 



170 



Drüter Theü, 



[c^ in 



Man habe drei linenre Ebenensysteine, die sowohl unter sich als aaoh 

mit dem Systeme der Pnnctc des Raumes projeotivisch sind, in der Art, dasB 
jedes der vier homologen KleTneiitc X^,X^,X^, % die drei andern eindeutig 
bestimmt. Es sei ?' der gemeiiiscliaftliche Punct der drei Ebenen A'^, A^, A^, 
dauti biiätiuim&ii öich die Puncte XtX' einer ans dem andern eindeutig; denn 
wenn %' gegeben ist, so geht darch diesen Funot im Allgemeinen ein einnges 
Tripel entsprechender Ebenen X^jX^^X^f denen ein einsiger Ponet x ent* 
spricht (er entsteht duroh den Durcbsdbnitt der drei Ebenen X^^X'^^X*^ 
welche dem Pnncte x' entsprechen). Man kann x und x' oZ« homologe 
Punctr -jwein' projectiviffc^ifr Ti'hme avffnssm, und wir wollen die Onrven imd 
Flauhtiu '£» bustiiumen suchen, welche in einem dieser Bäiuue den Greraden und 
Ebenen des audem ensprechen. 

Darchlättft jr eine Ebene so ersengt jede der Ebenen X ein Nets; 
man erhalt so drei projeotivische Netse, von denen drei entsprechende Ebenen 
sich in jr' schneiden. Der Ort von t' ist also (1127) eine Flache dritter 
Ordnung. Daraus foVj^t, dcu4 dU Pmde dieser Fläche emseJ» den Pknete» 
der Ebfju: E eiit.^'prrchcn. 

Alle cubischen Flüchen entsprechend den Ehmen E des ersten Raumes, 
hädm em Uneareg System und gehen dinvh diesdbe Saumeurve Je dar ae^sten 
Ordnung (136), Ort einea Puncte» ^ dur<^ vt^ekm drei entiprei^ende Büschel 
von Irenen X hmdurt^gt^. Also entsprieht bdi^iiqen Puncte von 
k anstatt eines einfachen Punctc; x 'vc Gerade x. 

Beschreibt x eine Geradi; dann bilden die Ebenen A' drei projectivische 
Biisclic'l ; tolgüch (122'), ixt der f^rf von x' nyte fvbi.fche Bmimeurve. Diese 
Cuvve bildet mit k zusammen den voU»tjindigen Durchschnitt zweier Flächen 
F^, welche swei Ebenen B entsprechen, welche durch die gegebene Gerade 
gehen. 

Eine Gerade und eine Ebene des ersten Baumes haben einen Punct x 

gemein^ der Punct jr', welcher ihm entspricht, muss auch auf eine einzige 
Weise iuis dum Durchsclmittc der Cnrve und der Fläche, welche bezüglich 
der Geraden und der Ebene ( iit.sprechen , sich ergeben. Diese Ciirvu und 
Fläche sind aber beide von der dritten Ordnung, und haben also neun Puncte 
gemein. Von ihnen gehSren (121) adit der Curve h an, und der neunte ist x'. 

Daraus, dass die cubische Baumcurve, die einer beliebigen Geraden ent- 
spricht, h achtmal trifft, folgt, das« diese Gerade von allen Geraden x ge- 
troffen wird, welche den acht Functen jr' von h ent^precLen. Das heisst, 
Oeraden x des eisten Rmmes, welch» den PwMtm der Raumcurve h ent- 
apt tc/irn, bilden eine Flüche achten Grade». 

Drei Ebenen E schneide sich in einem Puncte je, also haben drei iiacheu 
ausser der Curve k nur noch einen etnsigen Punct je' gemeüi. 

Umgehehrt: Beschreibt der Punct x* im zweiten Baume eme Gerade, 
so erzeugt der Punct x ^o cubische Baumcurve, denn der Ort von x wird 
von dner willkürlichen Ebene E in ebensovielen Pnncten getroffen, als die 
gegebene Gerade mit der Fläche F^ Dnrchschmttsponcte hat, welche dieser 
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Ebene entepridit. Ist auf einer Ebene E variabel ^ so einseagt % eine 
cnbische FlSche F',; in der That wird der Ort von % durch eine beliebige 
Gerade in den Pnncten getroffen, welche den Burchsdinittspnncten der Ebene 
E* mit der Cm ve enisprechen, welche dieser Geraden entspricht. Und sobald 
der Punct jc der Dnrcli^cLiiitr liornologer Ebenen J\''. , A"',, . T',^ dreier 

zu dem Systeme der runciL' v dus ^vv-titen Raiimts jn- .'jectivischer Systeme 
ist, so folgt, dass F'^ aLs Ort «ier runcte % couäkruiüit werden kuuu^ die drei 
entsprechenden Ebenen dreier projectivisoher Netze gemdn sind. Folglich 
bilden die Flai^en ^'3, welche den Ebenen des zweiten Baumea entsprechen, 
selbst ein lineares System and gehen darch ein und dieselbe Ranmeorve 
sechster Ordnung. Jedem Pnncte % derselben entsprechen die Fimcte ji' 
emer Geraden «' 

295. Es sei ein Pnnct von der allen Ebenol Z^, Jig, dreier ent- 
sprechender Büschel geroein sei, deren Axen a^, a^, sein mSgen; nnd es sei 
» die Gerade, welche die diesen Ebenen entsprechenden Pnncte t enthält, das 

heispt Tie gemeinsame Gerade der Ebenen X' ^, X\^. J\''g, welche %* entsprechen. 
JciIl^ Trip el homoloirpr Ebenen, die bezüglich durch a^, a^, gp^o!>rc!i sfnd, 
entspricht einem Pnncte X von a-, in der Art, dass der anf x vai iüble Punet 
% ütets den foätca Puuct je' als homologen Punct hatj unter dieseu Tripeln 
gibt es aber drei, von denen jedes ans drei Ebenen dnrch ein und diesdbe 
Gerade besteht In der That, der durch die projectivischen Büschel (o^), (o^) 
erzeugte Kegel (161), nnd der Kegel, welcher in analoger Weise dnrch die 
(Oj), (o^ erzeugt wird, haben drei Gerade gcmem ausser der gemeinschaftlichen 
Axe Oj; jede derselben ist folglich der Durchschnitt dreier entsin-cclieiulor 
Ebenen X,, T,. ,Y,,. Also besitzt x drei Pnncte, von denen jeder einer Geraden 
entspricht, die uureli j' geht, oder mit andern Wortea, « st4äht auf i'' in drei 
PuncLen auf, denen drei Gerade s' die durch % gehen, entsprechen. Analog 
findet man : Jedem, PunuiA % von ib' entspri^t eine Gerude «f^ die au/ h im, 
drd PmcUn axtfO^f tsnd die Gerade» wf^che dieten Pmcten entepreck&t, 
kremen eieh in x. Das hdsst: Trift eine Oerade die Cftirve k in drei Pimden, 
90 gehen die drei Geraden f toeMe dkeen Funoten eiUeprp-chen, durch ein und 
denselben Ptmct x von ¥ tmd Mdm ßtr sich alkin die der gepchcnrn f.eradea 
entepreeh^ide ettMsche Curvc, in der Artf dme jedmi andern Funde der- 
eelbea der feate Fund x mts^iidit. 

Beschreibt der Punct jr' eine Gerade ^, so geben die Ebenen X'^ Z , 



1) Tn dtni spcclcllen Falle, dass A'j, A'jjA'g die Polarcbenen des Punctea jf 
in Be£ug aut' drei feste Quadrifläclieu sind, haben die Puncto x,X' eine v$Uig 
reoiproke (tnvoIufomeA«) Besiehang, and emer Ebene E entspricht, sn weldiem 
Kaume man sie aneh als aageböreud betrachtet, eine einsige Flftdie F^^ Ort der 
Pole der Ebene E in Boxwg auf die Fläclicn dc«i durch Hio drei grgelienpn Quadri- 
flächeu bestimmten Metzes (128)> Unter dieser bedtngung fallen auch die Curven 
k,h' zusammen, und es wflrde unuttts sem, die beiden Bftome su untersebeiden. 

13 
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dr«i projectivischen Bflftcheln Entetehnng, und folgHcli ist der Ort TOn jr, wie 
wir es schon oben (224) bewiesen haben, eine cubiscbe Rauntcnrve, die den 
drei Hyperboloiden gemein ist, welche die drei Bäschel zu zwei und zwei 
genommen cr:<eugeii. Diese Curve zerlegt sich: I. in einen Kegelschnitt und 

eine Gerade ;c, sobald g die Curve 7j einmal trifft; 2, in diei Gerade (zwei 
deiselben x^, ,f\j, die sich nicht schneiden, iverdfn durch die dritte geschnitten), 
sobald ff die Curve k zweimal U'ii^t\ B. in drei Gerade s>Si,!o^,Xg (von dem- 
selben Puncte von k* ausgehend), wenn g die Oui-ve b dreimal schneidet. 
Abstrahieren wir von den Geraden a, welche den Pnncten von k entsprechen, 
so k(5nnen wir sagen, dttsg der Qeradm g eine cubische Rmmcttrvef ein Kegel- 
etAnittf eme Gerade oder ein Puaet enieprieht, je ntuAdem g mü h 0, 1, 8, 8 
J^mcfe gemein hol. 

Hieraus folgt, dass c vfnim sie auf der Fläche liegt, k wenigstens 
eiijii^al trifft, da die (j etitsprediende Liuie auf der Ebene E liegen mus3, 
iveiclio eutsprieht. Also: B^reuAtet man drei Oerade f die in dereelben 
drdfacheti TangenHalebene von Hegen, so kdnnm nur folgende zwei Fälle 
eintreten: entweder trefen die drei Oeraden k in Je S Punetenj oder sie tr^en 
dieee Cktrve bezüglich in 1,2,3 Puncten. 

22G. Es sei F^ die cubiscbe Flüche , welche einer gegebenen Ebene E 
entspricht; rh'ose Ebene schneidet die Kaumcurve k' in &Quh& Fuaoteu 
«p Ojj, a^, a^, a^, u^, welche wir Fundamentalptmcte nennen wollen. Betrachten 
wir nnn diese Functe als ebensoviele Lagen von x, *o Hegen die »eeh» entsprechen- 
den Geraden aj'sa^, o^, a^,a^ta^,a^ (Orte der homologen Puncte x') o^fF^ 
■und et^m Jede auf k in drd Puncten auf. Man sieht auch leicht, dass den 
verschiedenen Puncten der Geraden die Priiele rler Eb^ne entsprechen, 
welche dem Fundamentalpuncte a,, unrndlich na In : j^iinl, das heisst, da«s die 
Reihe der Ptiucte x' auf dem Büschel von Geraden projectivisch ist, 
welcliu in der Ebene E dnrch gehen. 

Die übrigen Geraden von F^ treffen k entweder in zwei oder in einem 
Puncte, und entsprechen also bezüglich geraden Lmien oder Kegelschnitten 
in der Ebene F (225). Im ersten Falle mus$ die Gerade in E ebenfisUs 
zweimal treüen. Nun gibt es in der Ebene E fünfzehn Gerade, die mit 
dieser Raumcurve zwei Ptmctc gomoin haben, n'imlich : 

und enthält also auch f^zehst Gerade: 

*M> ''Sl» *«4» *^4*» '^M» '^W *ie» ''m» *»5» '^SS» *34' *»S» 

von denen jede auf k m zwei Puncten attfst^. 

Die Geraden und c^^ (wo />, ^die Indices zweier Fnndamentalpnncte 

sind) treffen sich in einem Puncto, welcher der Richtung a^a<,, dtc von aus- 
geht, angehört; die Ebene dieser Geraden^ trifft folglich in einer dritten 
Geraden , die nur einen einzigen Punct mit k gemein hat; wir wollen sie 
durch bezeichnen. Dieselbe Ebene trifft die sechs Geraden a, von denen 
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zwei, iJnrch Cp^ geschnitten werden, da die ent^preclionde Gerade 

durch die l'uncte ß^, g^^*'? f^'ß^'*'^' ^^"''"'^ ausser noch vier andere 
Gerade mit Ausnahme von p,y sdnniLleü. Daraua folgt, dass der ent- 
spr&tikeiidä Kegehichuitt durch iiint' l' undamentalpuucte gßht^ mit Ansnahiue 
TOD ^ff. Also enUiäli eeiAe neue Gerade 

*i» *j» *8' *r 

die h nur m ^ «»«m Pmete trefenif und den KegeUohnitten 

Oja^a^asa«» «iflsaiM«» «i<«s«4**"c» «lOjajasa^, , a^a^asa«««» ajagasa««^ 
entsprechen, welche mau durch die Fundamentftlpuncte zu je fünf genommen 
beschreiben kann. 

227. Das sind alsn die 27 Geiiid.^n der Fläche Nach dem Vor. 
hergehendeu (225j entiiäic jede dreifache Tangöiitialebeue entweder eine Uo- 
rade a, ane Gerade h und eine Gerade c oder drei Gerade c, und folglich liegen 
zwei Oerade a oder zwei Gerade 6 niemals in ein und derselben Ebene. 

TriBt eine Gerade b oder e die Gerade Op, so musa der enteprechende 
Kegelschnitt Ton b oder die entsprechende Gerade voi durch den Funda- 
mcntalpunct o,; gelu'n. Also f reffen pich zwf\ f4pir\\]e a^, Immer, «sobahl 
die Indices versciiieden ü\y\. nud troiien sich rjicht. sii' ilnn.-i-llM.'n 

Ittdex habe«. Jede Gerade triö't ausser deu fünf (»eniden h r\\\X anderm 
Index die fünf Geraden welche einen Index haben, der gleich p ist. 

Haben zwei Linien auf B einen gemeinschaftlichen Funct jr, so haben 
die entsprechenden Linien auf den homologen Funct jr' gemein; gehen 
aber die ersten Linien zugleich durch einen Fundamentalpunot a^, ao zeigt 
das nur an, dai;s die Linien auf beide durch dip Oevade o,^ in den Pnncteu 
L^'lroil\:n werden, welche den ßichtuiigeu der ersten Liuiea im i'uucte %p 
entsprechen. 

Es folgt hieraus, dass zwei Gerade c, und ebenso eine Gerade h und 
eine Gerade c sich treffen, wenn die entsprechenden Linien einen von den 
sechs Fnndamentalpuncten verschiedenen Burchschuittspunct haben. DU Ge- 
roda bp iriffi also alle Geraden e die einai Index p haben; und zum Gerade 

e- eclmeiden nch, v^yv alU Tnäices dereelöm versch*'erl'^i m>rf. 

Es ist jotzt selir leicht, die 45 Combinationon vüu je drei (Jeraden zu 
fimkn, welche in derselben Ebene liegen. Vie JZbea&f welcJte durch a^^ unJ 
ijdii, (MthäU OM^ Cp^f md letstlere Gerade liegt auch in d»^ Ebene »^bp, 
denn die Symbole c^^ und c^p drucken ein and dieselbe Gerade aus, nämlich 
die, welche der Geraden entspricht, die durch die Functe «ip, geht. Eiidlick 
sind drei Gerade c in einer Ebene, wenn ihre Indieee alle aeehe Zahlen 1 1 3, 3, 4, 6, 6, 
e»/ha!ten. 

Wir geben hier ^.'ine Zu»ammen¥tennn<r dtT iuMfit:idvierzig Trip«! von 
Geraden, welche iu den dreitaciieu i'angentialebenen liegen. 
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228. Man zieht likraiis iriChrero interessante Bemerkungen. Znm Bei- 
spiel: Z%im Gerade, die nidU in denselben Ehme Uegen, wie o^^b^, wa'deji von 
dm .nämUc^en ßlnf Gerttäen geichnUtm {Ci^, Ci^, (^n, c^^, c^^). Unter den 
andern xwonzig Geraden gibt es fUnf, welche nnr schneiden, fünf, welebe 
nur b^ schneiden, und zehn, welche weder die eiue noch die andere Gerade 
<lj, treffen. 

Drei Gerad<;, welche sich nicht schmidcji, wie a^, a^, «g, werden durch die 
nämHchen drn' f 'f.'dilm (b^. b.,, ^k) a^frirffi::? , nnr! e? gibt sechs Gerade 
(a^,a|^, a^, c^}C^,c^), welche weder uocli noch schneiden. 

Vier Oerade, vfelehe mcA nicht eehneiden, wie ttit^t^t^4, werden von 
Moei Geraden getroffen {b^^ b^, und werden von drei Oeraden i^d ges<AmUen 

Zwei Systeme von je sechs Geraden, wie 

in denen je zwei homologe Gerade sich nicht schneiden und zwei nicht homo- 
loge Gerade sich stets schneiden, bilden das, was man nach SchlXvu 

ein Doppclaechs nennt. P&nf Gerade, wie a^^^ a^, a^y a^, a^, icelche dem' 
^i'lbfin Sechstujtel angehören, tperdcv vnn m>fi^' einzigen Geraden {b^ ge- 
iichnilten und eine andere Gerade {a^) trilit sie nicht. Aber fünf Gerade, 
welche, ohne »ich zu sdtuddcUj nic/U d&mdlmi Sechsiupel angehören ^ wie 
<i^y a^f c^, werden von moei Geraden {b^^b^ geschnitten, und es 
gibt keine Gerade, welche nicht eine oder die andere dieser fünf Geraden 
schnitte, 

22y. Die EiüciigungRweise, welcher wir uns für die FlUcIie hedieut 
haben, hat uns ganz natfirlich auf das Doppeleeehe gefUhrt, welches aus den 



1) .I n attempt t9 dMemme tJie twenti/' sei en !oi<-s upon a eurfae« 0/ the third 
Order eto. (Quarterly Joariul of Matbematies. T. iL, I8d8). 
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Geraden o, h qebüdct ht. Man kann aber die 27 Oeraclcn noch atif anflere 
Weise vci bin h n . um dadurch ein Doppelsechs zu bilden. Ein Df>j>ii''U<''^hif 
üt dwdt zwei homologe Gerade^ wio Oi^» ImÜmtiUf denn die fünf Geraden, 
velch« bj^ scbneiden obns Oj zu treffen, und die fOnf Geraden, welche 
treffen ohne bi za achneiden, vervollständigen die beiden Seebstupel des 
Doppeleechs. Daraus läset sich die Zahl der Doppelsecbe ableiten, die man 

ans den 27 Geraden bilden kann. Jede dieser Geralden wird von sechszehn 

27*16 

andern Geraden nicht getroffen; es gibt also — ^ Geradenpaare, welche 
sich nicht treffen. Jedes Paar bestimmt ein Doppelsechs; jedes Doppelsechs 

enthält aber sechs homologe Geradenpaare; aho üt die Zahl der Doppdeeche 
27. 16 

gld<^ =86. Hier eine Tabelle dieser sechsnnddreissig Doppelsechs: 
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230. Wir haben geseheO) daas d«r Ort des drei entsprechi luI' n Elienen 
flroipr projectiviecbpr N^tzP von Khanor^ f^pmein<5rhaftlicheii Piv.ietofi eine 
Fliiciie dritter Ordnung ist, deren Pnnt:(e eiü^eln den i'uncteu eilier festen 
Ebcue eutsprechcii. Umgekehrt kann man l^evveiscu, dass eine beUebtge (all> 
gemeine) Flädke dntkr Ordnung durdt drä ^jecüvieche £^tmemetM er- 
smugt toerden ham (ond «war auf unendlich viel verschiedene Arten) '). 

Seien 0^,0^, drei Gerade der gegebenen Fläche F^, die «ch nicht 
eobneiden (221). Eine beliebig durch Oj gezogene Ebene A^, und eine zweite 
Ebene A.^ ditrcb c;f^zotrcti, treffen in zwei Kepelschnitten , die einen 
Punct gemein liaberi , incnn die Puncle, m v.o^ lieti die (irj-adr- A^A,, die 
beideu Kegelschnitte schneiriet, müssen die drei Durclischnitt^puijcic dieser 
Oeraden mit darstellen); durch diesen Fnnct und durch legen wir 
eine Ebene Man erhält so drei EbenenbOschel» welche unter sich die- 
jenige Beziehung haben, welche AvevsT *) duploprojeetivieeh nennt; das 
heisst: Nimmt man in zwei BflscTiela In liehig je eine Ebene an, so ist die 
eiitsprcfftende Ebene des dritten Jlilschel.- a-if etne einzige Ar! bestimmt. 
Die Fläche ist der Ort des drei eutsprecheudeu Ebenen gemeiasameii 
Punctes. 

Eine Tritangentialebene, die durch gelegt ist, trifft und in zwei 
Pnncten, welche den beiden Geraden der Fläche angehören, welche die Ebene 
ausser entliält. Es gibt nun zwei mögliche Fälle : Entweder die dreifache 

Tangentialebriu 1 nthält eine Gerade, wticbe n,^ und schneidet, und e'uw 
andere, welch' : cds-r noch trift't : odur aber sie enthalt zwei Gerade, 
deien eine a„ »ciitieidet und die andere a^. Es gibt (221) drei Gerade, 
welche a^t^ "ud schneiden, also ist die Zahl der Ebenen zweiter Art 
gleich »toei. Es seien h^^c,^\ ^i'>f^2 ^ diesen Ebenen enthaltenen Ge> 
raden, und zwar seien , < ^.^ durch geschnitten und die andern durch 
ety Die Geraden treffen b^,a^ nicht, und es liegt also die Gerade 

e^, welche den Ebenen b^f^^ b^a^ gemein ist, anf der Fläche. Ebenso 
treffen sicli die Ebenen f^i^^i»^!»"» Geraden der Flädie. Man 

bezeichne die sechs Ebenen 

«iVi9' '^iVw' Vs^aa» *«Vij> Va*^ 

beziiglich durcii die Buchüiaben 

Den Ebenen Jla^,J^'^ entspricht (bei dnploprqjectlvischer Rcziebung) «ne 

unbestimmte Ebf ne dnrch a> , denn tlies^e beiden Ebenen schneiden sich In 
einer ncr ulin der Fläche. Ebenso entspricht den Ebenen J^^^J^'^ eine be* 
liebige Ebene durch a^; it. s. w. 



1) Man abstrahiert hierbei von der Realitkt der in Betmoht kommenden Elemente. 
^) DisquüiHones de auperßeieht» iertti ordima (Dissert. inang. ; Berolini 1862). 
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Es sei E eioe feste Ebene und mit, Im drei in dieser Ebene ge- 
zogene Gerade. Man nehme an, die Gerade wn sei dem Btlsehel (a^), d. h. 
dem Bttschel, dessen Axe ist, projectiviseh (homographisch) geüieilt, in 
der Art, dass den Pdncten m, n, die drei Ebenen , Jl'j, A^^ entsprechen; 
ebenso sei die Gerade ttl dem Bfischel (a^) so projectivisch getheilt, dass 
Jen Pnncten n, I. nt,, die Ebenen »i^ ,, .1',,. A'^^ entsprechen; und die Oeiadc 
Im so projectivisch dern BütJcliel ('/,.), (Ihhä die Puncte I, m, tt^ den Eitenen 
Jßg , X 'j, , ^i'',^ entsprechen^ und man nehme ausserdem nocli an, dass die Ebenen 
A^^fÄ^^fA*^^ in der dnploprojectivischen Beziehung sich entsprechen (das 
heisst, das« sie sich in einem Puncto jc'q von schneiden), und dass die 
Geraden ll^y, mnt^) Http in demselben Puncte ifg von E zusammenlaufen. 

Knn gibt ein beliebiger Punot x der Ebene E mit den Foncten 1, m, ti 
verbunlcn drei neuen Geraden Entstehung, welche mit, tit, Im in drei oenen 
Pnncten I, m, It treffen; diesen Functen entsprechen dann in den Büscheln 
(aj), (flj), (ög) drei Ebenen , A^, A^, deren gemeinsamer Darchschnittspanct 
X' sei. Wns ist dann der Ost des Punctes x"i 

Wenn t ein )ic-lie!)iyp!- Pu!;ct einer v. ülkiirlich im llauino iingenunimenen 
Geraden ist, so kaiui man durch dicsicn Punct L-ine Ebene des Büschels {a^) 
und eine des BQschels (a^) legen. Die entsprechende Ebene des dritten 
BSschels schneidet dann die villfcürliche Gerade in einem Puncto t'. Nimmt 
man aber umgekehrt auf dieser Geraden beliebig den Punct t' an, und lässt 
dadurch eine Ebene des dritten BOschels gehen^ so bestimmen die Ebenen- 
paare der beiden andorn Bfischel, welchn man als (>:if.sjirpphf>nd betrachten kann, 
anf den Geraden zwei lioniographischer Puncti eihen. Jeder der beiden sich 
selbst entsprechenden Puncto dieser Ilcihen ist ein Punct i; durch den je 2wei 
Ebenen der BQschel (a|) und (a^) gehen, entsprechend der durch i'gelogtenEbene 
des dritten BfischelB. Auf der willkürlichen Geraden gibt es danach dreimal 
den Fall, dass ein Punct t mit einem Puncte i' zusammentrifft, das heisst 
drei Puncte des Ortes; mit andern Worten, der Ort des Punctes x' ist eine 
Fläche dritter Ordnung. 

Dif sö Fläche geht durch die drei Geraden «j , , , die Axen der 
dioi duplc[irojectivischen Bfi?chel, denn jeder Prnct dieser Geraden liegt 
onenbar in drei entsprcclicnden Kboaeu. Aber das ist uooh nicht genug. 
Wenn die Puncte I, m bezüglich die Lagen I, m annehmen, so wird der Pnnct 
11 unbestimmt. Nun entsprechen den Pnncten m von mn und 1 von »l die 
Ebenen A^f^*2^^ Bfisebel (Oj), (a,), also ist die Ebene des dritten BUschels, 
welche diesen Ebi ne» eiitsiulcht, unbestimmt» Daraus sobUesst man, dass 
die Gerade c^^, die den Ebenen JUjjX'j gemein ist, vollständig auf dem 
Oife von jf' liegt. Das nämliche Raisonneincit bestellt für die audern Ge» 
raden in denen die Ebenen X, , Xj, die Ebenen A'j treffen. 

Der Ort von x' und die gegebene Fläche haben also neun Gerade und 
einen Pnnct jr'^ gemein, das heisst, der Ort von x* fällt mit der Flache 
zusammen- 
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Einem beliebigen Pu&ote % cl©r Eb^e E entspriclit auf dißsö Weise 
ein Panot von Umgekehrt beBtimmt ein beliebiger Punet x* dieser Fläche 
drei Ebenen 

däiieii drei Punüte auf mn, ttl» litt entsprechen. Diese Puucte bezüglich mit 
1, itt}» yerbnnden geben drei im Functe x susammenUnfende Grerade. 
Man betrachte die drei Tripel oortespondierender Ebenen 

, A\ , A'\ : 

(a,) .1, 1 , , A% , 

von denen jedes durch die beiduu andern, die wilikürliöb bleiben, buälirmnt 
ist. Sind aber diese Tripel einu>^ gewälüt und festgelegt, so kann ai&ii sie 
als drei projectivische Netze bestimmend ansehen, vorin der eigenthUmliche 
Umstand statt hat, dass die Ebenen eines Netzes eine Gerade geraein haben, 
anstatt einen einfachen Fnnct IUxt andern Worten ist A"'j^ eine neue vUl- 
kürliche Ebene durch nnd man bestimmt die Ebenen Ä"'^f A"'^ in der 
Art, dass die Gruppen 

A AI A't Alt* A AI All Am A A* AH Ai'i 

projectivisch sind, so behaupte ich, dass A'"^ genau die Ebene des dritten 
Büschels ist, welche den Ebenen A"'y,A"'^ in der duploprojectivisehen Be- 
ziehung entspricht. In der That, die Geraden jede« der Tripel von Geraden 

<ll,mtit,nii), (ir>mm'>nit% (r , mm", im") 

laufen m einem Puncte auf der Ebene E aaisaromen, und die drei Gruppen 
von je vier Geraden 

KI,I',r.n, «(m,m',m",m'"), tt(tt, n', »'Mi'") 

Irabeu diisselb© Doppel veriiälüiiÄS, weil sie drei Gruppen vou Ebeueu ..i pro- 
jectivisch sind, also schneiden sich die drei Geraden II'"» mm"'y nn'" in dem- 
selben Puncte, und folglich gehen die Ebenen A"\fA''\^, ! durch den- 
selben Punct der Flache F^, das heisst, es sind drei entsprechende Ebenen 
>n den duploprojectivischen Bäschein. 

Nachdem wir so die drei duploprojectivischen Büschel in drei projecti- 
visehe BQschtil umgesetzt haben, als Specialfall dreier projeclinscher Netse, 

können wir auf sie die friHier auseinandergesetzte Methode (15 i) in Anwendung 
bringen; las hpis<;i , wir können, ohne die ei'zeugte Fläche 2a verändern, 
den projectivischen Keihen 

4 AI A'i 

A A' 4'' 

■**jt* 2 > 2 ' ■ • * ■ 

J A' A" 

die projectivischen Netse uoteiscbiebeu ; 



Abbüdung cüier eiünsehen Fläche auf einer Ebene. 
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•^1» ^> > • * * > » ••• 

A' J' 4* P' 
•"1» "2' ^'S»'**»'* r ' ' • 

AI* Atl AU p/j 

worin drei entsprechende Ebenen im Allgemeinen nicht mehr ftls einen ein- 
zige» Pnnct gemein haben (dessen Oi-t die vorgelegte Fläche ist). Aber e« 
gibt sechs Tripel von entsprechenden Ebenen (wie , j4j , welche 
durch eino Gerarlo t,'R'j?n 'J, 

Auch hier können wir wieder die Puncte der Fläche eiiizeln deu Puuoten 
einer beliebig gegebenen Ebene C entsprechen lassen. Dazu genügt nSmltch 
die Herstellnng einer projectivischen (leciproken) Beziehung zwischen den 
Pancten der Ebene C nnd den Ebenen eines der drei Netze, in der Art, 
dass einem Puncto von C eine Ebene des Netzes nnd den Puncten einer 
Geraden auf C die Ebenen eines BOschela in dem Netze entsprechen, und 
tmigekehrt. .Indem heltohigen Puncte von €, entspricht nun eine Ebene in 
jedem Net^e und fulglich ein Puuct von i^», und umgekehrt. 



CAPITEL IV. 

ABBILDUNG EINER FLÄCHE DRITTER ORDNUNG 

AUF EINER EBENE. 

231. A^'ir haben eben (230) bewiesen, dass jede allgLUU'iiLC FUUhc 
dritter Urdiinng auf einer gegebenen Ebene E in der Art abgebildet 
Werden kann , dass die Poncte x von E nnd die Pancte je' von sich 
eindeutig entsprechen. Daraus folgt aber, dose mm auf der Eime die Oeö- 
metne der Idnien etudiereit kann, die auf einer Fläche dritter Ordmmg ge- 
xoffen sind. 

Bot dieser Abbütlrny cnisiirv Lliun den 27 Geradeil von anf E: 1. sechs 
Puncte t»!! ci.,, Oj, , n , . n^. , die wtv Ftmdnv^tv^nlpuncte genannt haben; 
2. die sechs Kegelschnitte^ welche man durch je lünt' der Pundaraentalpuncte 
legen kauu^ 3. die fünfzehn Geraden, weldie die Fundamentalpuncte zu zwei 
und zwei verbinden. Die Geraden a, welche den sechs Puncten, und die Ge« 
raden welche den sechs Kegelschnitten entsprechen, bilden die beiden Seoha- 
tupel eines Doppebechs (327). 



t) Man beireist dies durch die oben (-224) angewendeten Betrachtoogen oder 
auch mittelst der Methode, welche Scni^r.i; vj;n in seiner Abhandhan;; über cliy -II 
Oeraden bermtzt hat (Nachmlsx (f' r 27 Geraden der aäffememen Oberßäehe 
dritter Ordmmg. Grelle» Journal, Bd. 1Ö(>Ü). 
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Wir wollen mm verRiichnn . svenigstens In den interos«antes*pn Ffillen, 
folgen^f beirlen Fragen aufzulösen : 1. die Natur der Phnciuv*' zu ündenj 
welche einer gegebenen Curve auf entspricht 5 2, zu beslinunen, welche 
Cnrve auf dner gegebenen Plancurve entspricht. 

S33. Einer beliebigen Ebene C* entspricht eine Fläche dritter Ord- 
nung (324), welche durch die Curve k' geht; also entspricht dem Durch- 
schnitte von mit <I^' der Durchschnitt von E mit t'^, das heisst: einer 
auf nesogenm citbischen Plannirrn entapricht auf E eine nihisrhr Ocrrr^ 
welche durch die sechs FundamenUiijmnde ^e^it-^ und umgekehrt, einer beliebigen 
cubi&chen Curve, w&lche durch dle&e sechs Fundameotalpuncte geht, ent- 
spricht ein ebener Schnitt von Fy Zwei cubiec-be Curven durch diese «ecbs 
Puncte auf E gesogen, schneiden sich in drei neuen Puncten, welche den 
Durchschnittspuneten von mit einer beliebigen Geraden (der Durchschnitt«- 
geraden zweier Ebenen C) entsprechen. 

Berührt C* die Fläclif im Puncto x', so hat die entsprechende cubi- 
sche Curvp fiff E einer! In ^ff Iju ncr im entsprechenden Puncte IT. Gehört 
x' der Gerjtdeu an, so wird t der dieser Geraden eutsprecbeude Funda- 
mentalpunct a^. In diesem Falle enthält die Ebene C die Oerade a und 
schneidet F^ noch in einem Kegelschnitt, also: Eine cubische Curve, die durch 
die Fundamentalpuncte beschrieben ist, und fUr welche einer dieser Puncte 
ein Doppelpunct ist, entspricht einem Kegelschnitt, der F^ und einer Bitan- 
gentialf'ltenf' cfomptn isK xvelche durch einr: Gi>radp o geh*-. Alle arjftloi^on 
cubischf n Curvrii , welche den Knuten im nämlichen Fundaintutaiputicto 
ha.ben, bilden ein Büschel. Die luvoiution der Tangentanpaare im Knot«u- 
puncte entspricht der Involution der Punetenpaare in denen von den Kegel- 
schnitten der Bitangentialebenen geschnitten wird, und die Doppelstrahlen 
der ersten Involution entsi)rechen den Doppelpuncten der zweiten; das heisst, 
(Ue beiden cubucJien Ctmfen des BütdteU, für weltAe der Doppelpmet «ip «^» 
Rüdhfhrpunct üt, mtepret^en den beiden Kegeleehnäien ven F^, wdeAe die 
Oerade Up berühren. 

Ebenso findet inau leicht: Dem Kegelschütt in einer BiUmgenUaithene 
VDd<^ dureh die Oerade Cp^ etUepritM em Kegeleehmttf der durch vier 
JFkmdcmenialpunete jewAneien iatf auegenommen a^^o^', dieser Kegelschnitt 
und die Gerade o^a^ bilden die cubische Curve, welche dem vollständigen 
Durchschnitt der Bitangentialebene entspricht. Dm Kegduchntt, der m dner 
BilangenHalebene liegt, todcJic durch die Gerade hp gfht, rnf^prlcht eine Herndo^ 
weUhe durch den Punct a,p /lipdnrfhpmff. Diese Gctado inid (Jcr ICegelschnitt, 
welcher durch die Ubrigeit fünf Fundamentalpuncte be.schriebcn i»t, bilden dt« 
cubische Curve, welche dem vollständigen Schnitte der Bitangentialebene 
entspricht 

238. Der Raumcurm c^j,, in der F^ von einer FUl^lir •^4er Ordamg ge- 
stritten teird, eniepruAf einePlaneurve die v-md durch jeden Fundamentalpund 
gehif w^en der v Puncte, in denen die Fläche v.ter Ordnung doreh jede der 
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Geraden a gcsc!n -tten wird. Diese Plancurve wird von einer beliebig durch 
die l<*uadaroentaipuncte aj, a^, a^, d^i a^, beschriebenen eubisehen Curve 
in diesen Puncten, welche als 6v Durchschnitte gelten, und in B> andern 
Functen geschnitten, die deiyenigeo entsprechen, in welclien von einer 
Ebene getroffen wird. Die PJancunre, welche c^,, entspricht, ist also von 
der Oidnung 3v nnä dem Geschlecht i{3v*— Sv4-2)— vorausgesetzt, 
dass die beiden Flächen in Piuieten eine einfache und in * Pnncten eine 
stationäre Beittbrnng haben (68, 117). 

234. Sei In diesem Falle schneidet eine Quadi-ifläche die Fläche 

in einer Raumamfe ^ ie^ter Ordnung imd vom GejtcMerJde 4, welche 
jede der 27 Geraden zweimal trifft. Ihr entspricht auf E oiiip Planciirvc 
von derselben Oidnunq-, wdchp zweimal dm'ch jeden der Piitictc a-^f^d^ 
geht. J^ies© CöiVö kann noch ausserdem vier Doppelpmictö haben, also kann 
äm QmehifiSxhe die Flä<Ae höchtiens in vier Puneten berühren, ohne daee 
die Durdiseknittseurve sidi in niedere Ourven außöet. 

235. Geht die Quadrifläche durch Gerade von F^^ a. B. durch b^, so 
serfälU die Curve C^^ iuavvei Tkeile, d&-eu moeiter eine Cl*r»e c- j der f Haften 
Ordnung und vom CreecIdecMe 2 iet. Während dem Kegelschnitt 
•»•»*4<%*« entspricht, entspricht der Curve c^^ Plancurve ßi 0^^1304*595 
(das heisst, die sweimal dnrch Oj geht und einmal durch a^, o,,..,a^) der 
\ ie. en Ordnung. Diese Plancurve trifH (ausser in den Fundamentalpuncten) 
den Kegelschnitt (»2'*30.i'*is<*e Puneten, die andern Kegelschnitte 
ajOjü^ajjaß, . .. in zwei Puneten, die ^icraden aj«., , . . . , a^n.; in uinem Puncto 
und die andern Geraden o^dg » • • • > o^d^ »1 ^swei Puneten, und also trifft die 
Ranmcurve 0«^^ dreimal die Gerade h^, zweünal die Geraden a^,b^,b^,, 
^s> ^2S» '^M» '">^M einmal die Geraden c^^, ...»c^^. 

Wenn die Quadrifiache, statt durch zu gehen, dnrch eine Gerade Cj, 
oder eine Gerade geht, so erhält man eüie Plancurve fQnfter Ordnung 
tiyti^n^^ü^a^ oder eine Plancurve sechster Ordnung A^c^ii^ti^v^^t 
immer einer Banmenrve entsprechen, welche analog ist. 

.Me Gr'ynd^ auf F^ hdUiramt auf dieser Fläche fin Sjfffr-in '-n ^ ana- 
loger Curvcn. Alle Curvcn eines Systems treiten dieselbe Gerade dreimal. 
Jede Curve eine« gegebenen Systems isl durch sechs Ptmcte bestimmt , denn 
die Plancnrve Hi^it^^^a^a^a^ ksnn dorch sechs beliebige Puncte gehen. Zum» 
Ouirven deeetHhen Systeme «cJmeiden eich in sieben Puneten] zwei Curven ans 

idie sich nicht treffen] 
die sich treffen r 

haben j^^j Puncte gemein. 

286. Geht die Qnadrifläche durch zwei. Gerade, die nicht in derselben 
Ebene liegen, wie b^,b^t »o schneidet sie Fg nochmals •» einer Raumcurve 
0.» Txerter Ordnung tmd v(m GescMechte 0, die niclit der Durchschnitt 
zweier Flächen zweiter Ordnung ist. Die g^obene Quadrifläche hat in d^r 
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That zwei Systeme ifpraflliniger Generatrixen; da? eine geViMut aus Geiadcn, 
wekbe und schneiden, das anderen, aus Geruden, die weder noch 
treffen. Nun trifft jede Oeneratrix des erstens S78teni8 in swei Functe der Ge- 
raden , b,^ und also C^^ in einem einzigen Poncte, welcher der dritte Durch- 
schnittspanct mit der Fläche ist. Dagegen trifft jede Qeneratrix des andern 
Systems (ansserhalh h^,h^ und folglich nnch e^^, in drei Puncten. Es 
gibt daher keine andere Quadrifl-iche . die din-ch ,. g^ht, weil du"; Diirclv 
fichnittsciirvL' z',vpier Flächen zweiter Ordnung jede g> raiil;Ti:^o ( M iieralrix 
Jeder der QuadririäoljeH, welclie durch diese Curven geiien, in zwei Puncttsn 
schneiden muss. 

Der Curvü ^ entspricht anf E ein Kegelschnitt, der darch die Functe 
Ojfdg geht, und mit den den Geraden \ih^ entsprechenden Kegelschnitten 
eine Cnrve ti^&./a.^c(^«ij^t^ der sechsten Ordnung bildet. Aas den Durch- 

eclmittspuncten des Kegelschnitts a^ßj '^'^ entsprevlu i den Curven der Ge- 
raden von beweist man, dass die Curve O^^^ die Geraden h^^b^ 
Fuucteit, die zahn Geraden b^t b^, b. . h^, c^^, e^, ,,.,0^^ in zyrei Puncten, 
und die zehn Geraden a^,agt e^^,c^^, c,,^. in einem einzigen Functe 
schneidet Die fünf noch übrigen a^, a^, o^, a^, werden von c^^ gar 
nicht getroffen. Daraus , dass durch die Functe Oj, Oj, und drei beliebige 
andere Functe der Geraden E nur ein einziger Kegelschnitt geht, folgt, 
doBS durch drei gegebene Functe von dch rmr eine einzige Raumcurve 
vif'rfer Ordnung tmd vom OeeehUffiU 0 legen iässf , trddie rhn-rh zwei gege' 
bene derade der cubiitthm FUiditf die nicht m derselben ßbene Hegen, drei' 
imU geU'o£'cii wfä'deii, aoü. ^) 

LKsst man die Quadrifläche durch und uder durch Cj^ und C|, 
oder durch und \ oder durch und oder endlich durch und 
gehen, so erhält man auf der Ebene E bezüglich eine Curve Sj^a^aj^a^ dritter 
Ordnung, oder eine Curve «j«3«4*%*«4' der vierten Ordnung, oder eine Curve 
a^3R.,a„a^'?,a , der vierten Ordnung, oder eine Curve a^a^ft^d^^ür^fi^ fünfter 
Ordnung , oder endlich eine Curve «x'«./ Vj^^s^^g^ äsec^iÄten Ordnung, 
deuen auf F^ stets eiue zu analoge Gurve eotspricht. 

337. Wenn die Quadrifläche die Fläche in einem Kegelschnitte schneidet, 
der 2.B. in einer Ebene Hegt, die durch geht, so haben die beiden Flächen 

ansserdem noch eine Raumcurve , mrrter Ordnung und vom fTwIdechte 1 ge- 
mein, die von jeder Geraden zweiiual gejichnitten wird, welche auf der Quadri- 



1) Die von Steiner In Betreff dieser Haumcurvc- gegebenen SStzn .sinrl i^cTinn 
mit inehrcreTi ant^cren g^cnmctrisch bewiesen in einer Abhoadiung des Vcrfa&Äeis m 
dem Annali di Mattmatiea, T. 4; p. 71- 

3) Zwei Kegelschnitte, uclcLo durch a^, gehtn, sdineiden sieh in zwei weitern 
Paoeten, folgüek sehndden sich audi swei Corven vierter Ordnung und vom Qe- 
echleclite 0, die auf F^ gesogen sind und dieselben swei Geraden iby,b^ drei- 
mal treffen, in swei Puncton« 
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flache liegt; denn diese Oerade hat mit dem Kegelschnitt einen Punct gemein, 
und trifil also die cnbisehe Fläche noch in zwei wetteren Functen. Jede 
dnrcb die Gerade gelegte Ebene schneidet in einem Kegelschnitte, 
der mit O41 vier Puncte gemein hat; durch diesen Kegelschnitt und durch 
^4,1 Fläche zweiter Ordnung legen. Die Curve C^^ ist 

daher die Wr.^h c;inc3 Büschels Quadriflächeti. 

Der (Jr.rve c, , entspricht auf E eine Curve n .Q ,a,a,a, driMer Ordn üis;, 
'1,1 j -f 4 •> ti 

(da der Kegelschnitt als entsprechende Curve eine cubische Curve ai''<'i«3"4'*6'''« 
hat); folglich trifft die Raumcarve o^^ die Gerade nicht; sie trifft die 
zehn Geraden h^t "-fb^ie^y .,,jC^^ in je zwei Pnncten nnd die sechszehn 
noch Übrigen in je einem Poncte. 

Die zehn Geraden, welche die RaumcuiTe zweimal schneidet, werden 
auch dnreh die einzige Gerade, welche der Curve nicht begegnet, getroffen. 
AUo enthält F^ 27 Systeme r% r 7 0,^; die Cdrven ein und desselben 

Systems worrfen nicht von dersell)en Geraden getrofffin. Vier Puncfe h«' 
stimmm eine Curve eiui'.s' rjerjeheuan Bydlems. Zwei Curcen desselben S^ntmns 
haitm JPmde {^mm^tf uwei (Jm-vm aus vcrsdiieäeiieii ^sl^sieami doffegen 
fchndden sich in fünf Funden. 

Vertauscht man die Gerade a^ mit einer andern, so kann man andere 
Plancurven von höherer Ordnung erhalten (aber sie sind immer vom Ge- 
schlecht 1), die zu o^j analogen fiaumcurven entsprechen. 

238. Die Dnrchschmttscnrve von F^ mit einer Quadriflache kann auch 
hl zwei cubische Baumcurven C3Q zerfollen; entspricht davon die eine einer 
beliebigen Geraden (224) in )\ so entspricht die zweite einer Cm-ve 
U^a.^-a^^a^'^aJ fünfter Ordnung. Die Untersuchung dieser Tlancurven lässt 
augenblickh'ch erkcnueu, doits em4 Giihkiih& Mawamrve, (die auf UegtJ 
Moft« Gerade swemal Uriß^ s&^ cmdere Gerade nddU tnß und die übrigen 
in einem Puncte schneidet. Die beiden Gruppen von je sechs Puncten sind 
die conjngierten Seekslupd desselben Doppelsechs, in der Art, daes jedes 
Doppelsechs «um any'ugi&le Systeme eubischer jRawmcurven iesHmmtf in denen 
jede Curve zweimal die Geraden des einen Sechstupel trifft und die Geraden 
des «ndern Sechstupel nicht schneidet. Zwei cuMscJ/e liaumcurven , welche 
durcit dieselbe Quarlrifiärhe mläteiien, geliÖrm UeU stod eonjugiertea Systemen 
m, mid urngdcdiTl, und treiien sich in fünf Pnncten. Zwei cubische Ranm- 
carven desselben Systemes haben einen einzigen Pnact gemein, 

239. Wir wollen jetzt die Curven betrachten, welche aus dem Durch- 
schnitt von mit einer andern Fläche derselben Ordnung entsteht. Im, 
Allgemeinen ist diesr i Suhnitt eiae llaumcune neunter Ordmmff, welciiejede 
der 27 Geraden diciinil trifft. Die entRprechendo Plancurve ist von der- 
selben Ordn»inc nnd gfbi dreimal durch jedeu Fundaracntalpunct. Daraua 
fvlgt, dim diese (Jui vu ebenso die Beomcurve vom Geschlecht 
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ist. Die Plancnrve kann höchstens noch- andere zehn Doppelpanete haheuj 
algo können .«/c/t sioei cubische Flächen hödi^Ums in sJm Puncten berßhrmj 
ohne das» ihre Dvrchschniüscterve sicfi in niedere Curven tipaltd. 

Drei cubtsclte Raum onr von biltlon fJfu DLirclischnitt von Ii^ mit einer ^ 
cubischen Fläclic, wenn iluv t n'spi it 'u iuien Flanciirven zusammen eine Linie 
ftj^aj^«j3(|^^ft^3a^3 neunter Ordnung bilden; dergleidmi cubiscbe liauuicui-ven 
sind «um Beispiel die, welche ^nei' beliebigen Geraden and zwei CarTen 
"i*W"*4*'6"e nnd aiöi^s^i'W ^«^e' Ordnung entsprechen. 

Unter derselben Bedingung können zvei Banmcurven vierter Ordnung 
und eine Gerade die und gemdnschaftliche Curve bilden. Sind die 
bei ' I l'i'.iimCHrven vom Gescblechte 0 ohne Dopjjeljninct so schneiden 
sie sicli in acht Puncten und trefien jede die Grcrade zweimal. Sind bf»ide 
Raumcut ven vom Goscblechte 1 '*). so gehören sie zwei Systemen an, die zwei 
iu derselben ]<^bene liegenden Geraden entspreuheu; die dritte Gerade dieser 
Ebene ist diejenige, welche den Durchschnitt beider cubischen FlSchen vervoll- 
ständigt. Die beiden Raumcurren schneiden sich in sechs Puncten, und jede 
von ihnen trifft die vervollständigende Gerade zweimal. Ist endlich von den 
beiden Con en die eine vom Geschlechte 0 ohne Doppelpnnct, die zweite 
vom Geschk'oht« 1 so schneiden sie sich in sieben Puncten. und die Er- 
gUnamig^gerade trifft die erste Curve in drei Jt'uuct&n und die andere in 
einem ein^sigeu. 

Unter derselben Bedingung kann der Schnitt von F^ und JF| sich aus 
einer Raumcurve vierter Ordnung, einer cubischen Raumcurve und einem 
Kegelschnitt zusammensetzen (oder zwei Geraden, die selbst nicht in einer 
Ebene zu Hegen brauchen). Wir haben aber hier nicht die Absicht, uns 

bei Allen Specialtallen aufzuhalten. 

Angenommen F,^ und F° hKtten die Ranmetirve C^, , gemein (999), 
welche einer Plancurve o/''02S**4* i^i; ""Imnip; entspricht, dann .-clmeiiien 

uch die beiden Flachen noch aussurdem in einer Kaumcurve vierler Ordnung, 
deren entsprechende Plancnrve eine Curve n^t^^tf^^^^ti^^ fünfter Ordnung 
ist; also ist die zweite Raumcurve vom Geschlechte 1. Daher bötmen 
jtwei Raumcu) -< :' 0.^ ^ uiid 0^^ den Dur<^aehniU von JP, mit einer andern cubi- 
schen Fläche bilden , ttfem nur (2t0 System« (235, 287), dmen, $ie mgelt&ren, 
derselben Geraden ei^spree^en; das hetsst unter der Bedingung, dass die erste 



1) Z. B. diejenigen» welche der cubischen Curve «iiti^a^t^^^ und der Curve 

^^^'/H'^H^^ vierter Ordnung entBpicehon; die Gerade ivt h^. 

ä) Z. B. die, welche einer cubischen Canre ö,a„a„0^a. und einer Curve 
äj^aja^a^a^a^^ vierter Ordnung cntäpreeheu ; die Er^nsuogsgerade Ist i^. 

8) Z.B. diejenigen, welche zwei Curven «t^9ji^«^H^ » \\o,g\a^n^ vierter 
Ordnung entspreehen; die Brn^osungigerade ist hier e... 
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ßauincui-ve diejenige Gerade iu drei Piincteii schneidet, weiche die zweite Uurve 
nicht trifft. Die beiden Raumcurven haben acht Fanote gemein. Aber ea 
ist nicht möglich, dass «wei Cnrven c^^ nnd c^^ (ohne Doppelpunct) gleich- 
seitig auf zwei Flächen dritter Ordnung liegen. 

Als Spccialfall des Torhergehenden kann der Schnitt Aar Hohen F3, JF^ 
«nsammengesetzt sein aus einer Curve Cjj, einer ciibiachen Kaumcnrve und 
einer Geraden, die von jeder Gurre zweimal getrogen wird. Diese letztem 
haben seclis in^ancte gemein. 

340. Man kann aber auch noch andere Baumearven (ttofter Ordnung 
betrachten, die von Cj ^ verschieden siad. In der That, geht F* durch eine 
Gerade nnd durch eine cnbischo Raumcurve, die auf i^^ liegen, so wird der 
Schnitt durch eineRaumcurve fünfter Ordnung vervollständigt, Avelche (239) vom 
fieschlechf, 2 ist, wenn die Gerade und die cubische Raumcnrve zwri Pimcfe 
gemein haben. Schneidet aber die Gerade die cubische ßaumcurve nur einmal 
oder gar mcht, so erhält man Banmcurren von niederem Geschlecht. 

Der erste Fall tritt s. 6. ein, wenn die Plancurve sechster Ordnung, 
die dem vollständigen Schnitte von und entspricht, ans dem Kegel- 
schnitt üftif\%'*ß (der der Geraden entspridit), einer Cnrve vierter Ord- 
mmg a,'a„^rt.j'^a^ag<tg (die einer cubisclien Ranmcnrvo entspricht, dfe auf 5^ 
-in einem Functe aufsteht) nnd ei:;or cubiseiien Curve OiO^Ojfjj zusamnicns'e- 
setzt ist. Der leiztereu entspricht also eat^ Uauiwurve O5 ( ßmfter Ordmmg 
und vom GeeehleehU 1, welche die cubische Ranmonrve in nenn Pancten und 
die Gerade in drei Puncten triffb. Man erhält dieselbe Ourve Og^, wenn die 
beiden cubisehen Flächen eine Cnrve 0^^ gemein haben, die beiden Ranm- 
cnrven haben dann zehn Functe gemein, und die erste Raumurve triflft diejentgea 
Gernrfoi) in 0, 1, 2, 3 Puncten, welche die andere bezüglich m 8, 2, 1,0 
Puncten schneiden. 

Man erhält den letzten Fall, wenn z. B. die plancurve sechster Ordnung 
in folgende drei Linien zerfallt: den Kegelschnitt t^J^^^^^^i^^i der der Geraden 
entspricht; eine Cnrve fünfter Ordnung, Bild einer 

cubisehen Banrocurve, die mit der Geraden b^ keinen Punot gemem hat*, 
endlich einen Kegelschnitt der durch den Punot geht , und dem folglich 
eine Itanmmrre c.,, fvnfter Ordnung nvd vom G::f:ch'.vch!< 0 L'ntspricht. 
Diese Kaumcuive schneidet die cubi'-icbe Rauincurve in acht Puncten, 
die Gerade in vier runöteu, die Geraden ^j,...,^g in drei Puncten, die 
Geraden c^^ in zwei Pnncten', die Geraden (f^. «^j^^j • > in nnr 

einem Functe nnd die andern Geraden a2,...,a^ in keinem Pnncte. 

Von den drei Baumeurven 0»,9>C^i>\o ^i^^>^ Ordnung liegt nur die 
erste anf einer Quadriääche. Sie hat vier scheinbare Doppelpuncte (d. h. 
durch oinpn beliebigen Punct des Raumes kann man vier Gerade ziehen, 
welche die Gurve zweimal treffen), dagegen hat die zweite deren fünf und 
die dritte seclis. Die dritte ist die einzige, welche eine Gerade der cubi- 
sehen Fläche zulässt, die sie in vier Puncten schneidet. 



192 



fC»p. 17. 



241. Diese Methode, auf der Ebene B die Eigenschaften der auf h\ 
gezogenen Cnryen zu untersuchen, ist so einlenchteod und so leicht, dass 
wir uns jetzt begnügen werden, nur die Kesnltate auszusprechen. Um so 
die Baamcurven sechstel* Ordnung zu erhalten, welche einen Theü des Durch- 
schnitts zweier cubischer Flächen bilden, mnss man folgende Falle betrachten • 

1. Die Flächen F^, haben einen ebenen Schnitt gemein, dann ist 
der Andere Theil des Schnittes ein* Ra/umcwrve sechster Ordnung nnd vom 
OeJichUehtc 4. d'e auch beim Durchschnitt der Fläche mit einer Qnadri- 
fläche enlslfciil 

2. Die Flächen F.^, F^ haben eine cuhische Haumcnrve a-eTruin r.nd 
schneiden sich ausserdem nudi iu dmr Haumcurve ^ Wechsler Vrdnmig und 
vom OeichUchie 3, welche mit der cubischen Carve acht l'uncte geroein hat, 
und diejenigen Geraden in 1, 2, 3 Puncten schneidet, welche die cubische 
Curve bezügh'ch in 2, 1, 0 Puncten ttißt. Daraus folgt, dass ^ sowie die 
cubische Curve einem gewissen Doppelsechs entsprechen. 

3. Die Flächen Z^, FJ gehen zugleich durch eine Gerade und einen 
Kegelschnitt, die keinen Punct gemein haben. Dann wiid der Sclinitt durch 
eine tlanrncurvc Gg., sechster Ordniüif/ und vom Geschlecht 2 vervollständigt, 
weldie den Kcgelscluatt iu sudis l'uitutüu uud die gegebeoe Geraile in vier 
Puncten trifft. Unter den andern Geraden gibt es 8, 9, 8, 1 die bezüglich 
in 8, 2, 1, 0 Puncten geschnitten werden. 

4. Die Flächen /'^ , F^ haben drei Gerado die sich nicht schneiden ge* 
mein ; sie schneiden sich dann noch in einer Raum&arve ^ eechtter Ordnung 
tmd vom Gesdileokte 1, welche Jede von den drei gegebenen Gei*aden in vier 
Puncten schneidet, it. s. w. 

Yon diesen vier Curvcn sechster Ordnung ist nur die erste auf einer 
Quadt'iilächc gelegen. Sie haben benüglich sechs, dabeu, acht, neun schein- 
bare Doppelpuncte. * 

Die Cut vü iöL diejenige, weiche wir auch anderweitig aclion gefunden 
haben (tdO, ISd, 218) und zwar als Ort der Scheitel der Qnadrikegel eines 
Netzes. Die entsprechende Plancurve kann eine allgemeine Curve vierter 
Ordnung sein (durch sämmtliche sechs Fundaroentalpuncte); es folgt daraus, 
da z. B. diese Plancurve 28 Doppeltangenten und 24 stationäre Tangenten 
hat, dass auch unter di^n cubiseben Ranmcurven, welche in ^wei Puncten die- 
jenigen Geraden von /"„ scluu ii leiK welche c, ,, dreimal trciiVu, 2ö existieren, 
welche Cg g in zwei Functeu berüiuen, und 2i, welciie uiiL derselben eineu 
dreipunctigen Contact haben. 

In derselben Weise wie für die cubischen Raumcurven ÖesHmnU Jedes 
Doppeltet^ moei eor^jttgierte Systeme von Raumcurven. eechsier Ordnung tmd 
vom Geedtlechf 8. Zwei Curven, die zwei conjugierten Systemen angehören 
haben 20 Puncte gemein und bilden den vollständigen Durchschnitt zwischen 
und einer Fläche vierter Ordnung. 
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242. Es gibt auch eine Baumetave sechster Ordamff vom Oeaehleeht 0, 
aber dieselbe liegt nicht gldchzeitig auf zwei cubischen Flächen. Uan erhält 
diese Curve, we)m man eiDO Fläche vierter Ordnung durch drei Gerade, wie 

7).,, die sich nicht schneirlpn. \mi\ eine cubische Ilauracurvo (entsprechend 
einer (Äiive a^-a,^aj^a.(tra^. vi; vier Ordnung) legt, -wolche jede Gerade in 
einem PuQCte schneidet. Die daraus resultiereude Curve ^ entspricht eiaeiu 
Kegelschnitt, der durch keinen der Fnndamentalpunote geht, und schneidet 
die eubische Raumourve in acht Pancten. Unter den 27 Geraden von gibt es 
6, 6, 16, die von c^^ bezuglich in 4, 0, 2 Pnncten geschnitten werden. Diese 
Curve 0^ hat sehn sdieinbare Doppelpuncte. 

243. Aus dem Durchschnitt zweier cubisoher Flächen ^3,^^ können 
sich nur ziod Ttatmcurven rnfhevier Ordnun^f c. - ^ und eine einsige 
üa^uincurvr achter OninM^r/ _ ergeben. Man erhält diese Curven, wenn 
man 7| bezüglich entweder durcii einen Kegelschnitt oder dureli zwei sich 
nicht schneidende Gerade oder durch eine Gerade (von gelegt denkt. 

Auf gibt es 27 Systeme von zu ^ analogen Curven, jedes Systein 
ist eber Geraden von F^ zugeordnet. Ist das System gegeben, so ist die Curve 
durch vierzehn Puncte bestimmt. Zwei Curven desselben Systems haben 
zwanzig Puncto gemein. 

Der Durchschnitt von jF^ mit Flächen höherer Ordnung gibt andere 
Curvpn 7., 8., 9.,.,.. OrdriTinn:. Lässt man ■/.. E. durch zwei Gerade, die sich 
niclit schneiden, und durch eine culjiscliü Rauincir.ve , die Iceinc dieser Ge- 
raden hiStf eiue Fläche vierter Ordnung gebe»; so erhält laau eim Baum- 
eurve 0,^ siebenter Ordmug md vom Gesehkehte 1, welche die eubische Curve 
in eüf Puncten und jede gegebene Gerade in fünf Pnncten schneidet. Legt 
man durch drei Gerade, die sich nicht schneiden, und durch eine Curve O4 ^ 
welche zwei jener Geraden in einem Puncto trifft und die di-itte gar nicht, 
eine Fläche fünfter Ordnung, so wird der Schnitt durch eme Mcmmcurve c^ j 
achter Ordnung und. vom Ge!>chhrhte 1 vervollständigt, welche C4 0 sechs- 
zehn Puncten , die bei ii n eisreu CTeiatlen in fünf Puncten nnd die dritte in 
sechs Ponctüu Irifu. Enulicli erhalt mau eine llaumcuvae f^j^ neunter Ord- 
nmg und vom Ges(Ale(Ate 1 , sobald der Durchschnitt von F^ mit einer Fläche 
sechster Ordnung sich in zwei Curven derselben Ordnung auflost; u.s. w., u.8.w. 

244. Wir haben gesehen, dass ein nnd derselben Curve auf F^, deren 
Ordnung und Geschlecht bekannt ist, auf E Plaocurven verschiedener Ordnung 

entsprechen, die nher stets von demsdbcn Geschlechte sind (54). Tnrlem wir 
uns darauf bcschriinkon, für jedes Geschlecht die Plauen rve von der kloinst 
niügliclien Ordnungszahl zu bf-trachten, können wir folgeJide Ucbcralclit, göLen. 

1. Einer Geraden au/ E eutspridU m/kf mt Xegdst^nitt oder mm 
eiddsche Rawmcurve, jemehdem die Gerade durch wim Fundamentalpmet gehi 
oder m<^. 

Omkom» OberfllehM. 18 



194 



Dritter Theü. 



[Oap. IV. 



2. MMm Kegdtchmtt auf E mttpricht auf äm Raumcurve c^ ^ oder 
Ofi 0 <^o> J^iaeA^feiR der KeffeUAmitt dtirA 2, 1, 0 Fkmdamentalptmcte gekt. 

3. Einer aSgenmnea cuinschen Oiarve aufE entspruAt a»^ Fj^ eme eubuehe 
Plancurve Cjj oder eine Raimeurve c^j oder Cjj^ oder c^ j - ' ' c, j oder 
\l \\* S^**^*^^^ ^ g&jSene mJAsdie Üimie durek 6,5,4,3,2,1,0 
JFitndaimMki^tiiiuAe kmdt^rckgt^. U. s. w.; v. s. -nr. 

245. Es sei jotzt auf ii* im AUgemeiaen eine Cnnre v-ter Ordnung ge- 
geben, welche bezUgUoh % , , . . . ; mal durch die Pancte , , «3 , • . • , O3 
geht nnd mit d Döppelpnncten und x Spitzen vergehen ist, die anderswo 
liegen. Die Ordnung der Baumourvei die ihr auf entspricht, ist offenbar 
Zv—Üa 1) und ihr Geschlecht ist genau das nämliche als. das der Plancnnre, 

4(v-lX«'-2)-iÄ«(«-l)-(*H-x), 
Nim ist aber eine Ranmcnrve der (8v— j9a)-ten Ordnung mit d Doppelpuncten 
jr Spitsen und « scheinbaren Doppelpuncten von dem durch folgende Formel 
gegebenen Geschlecht: 

4(8v-i5«-lX8v-Ä«-2)-(tr+ 

also i&t 

tt = iva-ÄvCffaH- 1) - * (0a +1)«+ i(!»aJ»-l). 
Da wir so die Ordnung der Baumcurve, die wir kurz durch bezeichnen 
wollen, die Zahl der wirklichen und scheinbaren Doppelpuncte kenneu, so 
können wir nach den Formeln Cazut's (10, 12) die andern Charakteristiken 

der Curve bcrcclinen, nämlich: 

Die Ordnung dei* oscnlierenden Developpablen 

P ^ v^fv,-!)— 2fH-f ^7)-33« = v(v-}-3Hjea(a-Hl)-(2«J4-3*)j 
die (Jlasso dieser Developpablen 

ß = 3i,^(./^_2)— 6fH ^ f'})-Sx = 3^v*^ C.a-',i— (6^-1-8*) i 
die Zahl der stationären Osculationsübeiicn 

<7 = ;<4-2(//-v,) = 6v(v-l)— S0a(3«-1)-3(4<J+5J6) j 
die Classe der doppeltberübrenden Developpablen 

+ i öaf 2<? -f ; ; X H C' " - 7^ f <J ; 
die Zahl der Ebenen, weiclju die (Jurve in droi Punctsn berühren, 

u. B. w., u. s. w. 

Umgekehrt drücken diese Zahlen auch die Eigenschaften der gegebenen 
Plancurve aus, nämlioh: In dem Systeme der cubtschen Gurven, welche durch 
die sechs Puncte 0|, o^, O3, s^, o^, gehen, gibt es a, die mit der gegebenen Curve 



1) J0 ist aiä äumiaen^i&ichen gübrttuckl ^vordeu. 
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eine vierpuiictige Berührung haben, und t, welche in dre» vcrachiedenen 
Puneten berühren; in einem Netze dieser cnbischen Curven gibt es /t» die 
mit der Cnrve «nen Contaot zweiter Ordnung haben, und 17, welche sie 
in zwei verschiedenen Puneten berühren; in einem Büsclicl derselben cubi- 
achen Curven gibt es p, welche die gegebene Curve beriihrei». 

Mafl beaebte missevaem, dass die gcpcbcne Plancuvve ij-rcn ieu 

r.nuiatneiitalj iinci geht, den Kegelscintiii., welcber durcli die i« iindamental- 
puocte mit Ausimiunc von 0^ geiit, ia 2v— (öa— a^) von den Fnndamental- 
puncten verschiedenen Puneten schneidet, nnd die Gerade a^a^^ in v — (a^+a^) 
Pnncten (ebenfalls von den Fundamentalpuncten verschieden) trifft, nnd daher 
die entsprechende Baumcnrve mit der Geraden «t^ Puncte, mit der Ge- 
raden ebenso 2v+a^— Fnncte und mit endlich <«yt»"H*<r) Puncte 
geroein hat. 

246. Es sei noch erlaubt, speciell auf den Fall einztigeben , dass alle 
a gl^ch Null sind, das heisst, dass die Plancurve durch keinen der Fundamen- 

talpunctc geht. Dcmn entspricht did Eaumciirve, die von der fMlnnmj Bv iet, 
einem gewissen Doppdaechs ; sie schneidet die Geraden tk^- einm ,btchsiupel Je 
^v-mal und die Geraden des and&'n ßecJi^iu^ jfOä' idddi jede der fön/zehn 
andern Oeraden wird von der Raumcurve in v Puneten gdrof&n. Jedea 
DoppeUeeh* beeHmnU eonUt moei eonjtigierte Syeteme analoger Ramnairven; 

iat dss System gegeben, so gibt es nur eine Cnrve, welche durch - j — ^ - 

beliebig gegebene Puncte geht. Zwei Curven desselben Systems haben 
Durchsohntttspuncte. 

Die Raumcurve dv-ter Ordnung, entsprechend der Plancurve v4er Ord- 
nung, 1^'elcbc durch keinen der Fnndamentalpuncte geht, und die Raumcurve 
derselben Orr!n".nR-, die der PJaiiourve 5v-ter Ordnrinrr ontspHcht, die 2i'-mal 
dui'clijedfii iMiridaiiiLMitali M.-ii i gi'lii, bilden zasammcu uem yollständig«jn Durch- 
schnitt ^^vigcheu J<'^ und eiuer Fiiiclie 2>-ttr Ordnung und geliörön aiwei in 
Bezug auf das nämliche Doppelsechs conjugicrten Systemen an. Diese beiden 
Baumcnrven haben Sv^ Puncto .gemein. Wenn sie keine Doppeipnncte be- 
sitzen (das heisst, wenn die entsprechenden Planeurven keine solche haben 
ausser den Fundamentalpuncten), oder auch, wenn sie solche in gleioher Zahl 
haben, so sind sämmüh'cho Cl arakteristlken für beide Curven dieselben. 
Unter Annahme, dass keine Doppelpuncte vorhanden sind, hat uiaii folgMide 
ChiU'akteristiken : 

Ordnung Si/, 

Geschlecht i<i'-'l)(i'~2)^ 

Zahl der scheinbaren Doppeipnncte K^c— 3), 

Ordnung der osculierenden Developpablen K^H**^)» 

Ciasso derselben Sv^ 

Zaiü der stationären Osculationsebenea — 1), 
Clause der doppeltberührendeii Deveioppubkn 2m>-— l (x + B) 
Zahl der dreifachen Tangentialebenen iv(v-iXy44-i0v3+7v«-74v -f 48) 
u. a. w. 

18* 
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CAPITEL V. 

QUADRIFLÄCHEN, WELCHE ATIS E^ER FLÄCHE 
DBITTER ORDNUNG KEGELSCHNITTE AUS- 
SCHNEIDEN. 

247. Zwei KegdaehmUe die mf einer gegdmm Fläche dritter Ord- 
mmg Hegen und zugkicli m swei FStenen, welche durch stoei Gerade der FlücJie 
gehen^ die sieh Sc7ii.dui:n (wie a^,h,\ haben stets zwei Punde gern < in, weil die 
gemeinsame Gcriule beider I'JM:?irri joden Kegelschnitt in zwei runcten 
ts'iSif Uüd ausserdem diese Gerade die Fläclie F^^ ausser im Ptmcte a^h^, nur in 
zwei Pnncten schneidet ; diefee beiden Puncte sind also beiden Kegelschuitten ge- 
mein. Umgekehrt, haben zwei Kegelschnitte «uf der Flache zwei Fnncte 
gemein, so schneidet die Gerade, welche diese Puncte verbindet, als Dnrcfa« 
schnitt der Ebenen beider Segelschnitte, die Flache in einem dritten Puncte, 
wekbc den beiden Geraden der Fläche g'cmcin ist, die in diese» Ebenen Hegen. 

Dagegen haben zwei Kegelschnitt o auf der Fläche, die in zwei Ebenen 
liegen, welche diyi-ch awei Gerade, wie Uj, a.^, gehen, die sich nicht schneiden, 
einen einzigen Pnnot gemein, wie schon früher (229) bemerkt ist. Zwei 
Kegelschnitte, die in zwei Ebenen liegen, welche dnrch dieselbe Gerade 
gehen, haben gar keinen Punct gemein, denn sie schneiden o, in zwei con> 
jogierten Pnnctenpaaren einer Involution (220). 

Folglich trifft eine Gerade der Fläche, wie Oj jeden Kegelschnitt in 
zwei ruiicfen, der in einer Ebene liegt, die durch gebt, dati^ogen jeden Kegel- 
sclmitt, der in einör Ebe^iu liegt, welche durcli i 'iwc (ierade genr, die «, nicht 
schneidet, in ciacia l'uncte j aber die Gerade triJit die Kegelschuitle nicht, 
deren Ebenen durch Gerade gehen, welche auf aufstehen. 

248. Zwei Kegelschnitte Ton F^t die in zwei Ebenen bezüglich durch 

öj^, !)„ liegen, haben zwei Puncte gemein und bilden so die Basis eines Rüpchelf 
von Quadriflächen , von denen eine Jede F-^ in einem dritten KegcLschuitt 
triffli, der in einer Ebene liegt, welclie durch die Gerade geht, die 
und schneidet Dieser dritte Kegelschnitt kann beliebig angenommen 
werden. Denn, da die Basis des Büschels vier Puncte jedes Kegelschnittes 
enthält, der in einer Ebene dnrch c^^ Uegt, so genügt ein anderer beliebiger 
Punct dieser letzten Ebene um die Qnadrifläche des Büschels zu bestimmen, 
die durch diesen Kegelschnitt geht. Es gibt also ane eineige Qmdr^ädhef die 



1) Die Ebenen der drei Kegelschnitte büden eine cubische Fll«he, welche / 3 
in drei Kegelschnitten und drei Geraden schneidet. Da die drei Kegelschnitte auf 
xieiselben (^uadrifläoh« li«gön, sind die drei ä«nulea in «tuec jEibeus enthalteu 
<40). 



247—249] Quadr^UkJ^ die aus «nur etMaehen Fläehe Kegebehn. tms$ek7uiden,lQ^ 

durch (//■"■ l\rf/f-hrhvüte gehtf icelcke in drei. heUebig durch ü^9^^^ 
übmm liegen, ümgekehrt, trifft sine Quadri^iäche die Fläche ia drei Kegel- 
sobnitten, so adineiden die Ebenen derselben in drei Geraden, die in derselben 
Ebene liegen (40). Bm'rqs folgt, dass drei beliebige conjngierte Pnnctenpftare 
der Involutionen, welche durch die Kegelschnitte der Fläche bezüglich anf 
04,5,, gebildet werden '220', ein und derselben Cnnre zweiter Ordnung 
angehören, die nicht »uf liegt. 

249. Es sefcn A, B zwei Bitangentialcbcpen von K, die eine durch 
Oj, die zweite f\\\xv\\ /..^ gelegt. Dnrch die hr-idtn KegeUchnitte {A),{B), 
die in diesen Ebetien enthalten sind, kann man Quadrikegel legen, dei'eu 
Scheitel auf der reciproken Geraden der Durchschnittsgeraden AB in Bezug 
auf eine beliebige flache zweiter Ordnung liegen, die durch {A) lud (J3) 
geht Wir können beliebig eine Ebene C fixieren, die durch e^^ geht, dann 
genagt die Quadriflache [AP.r', Ayelche durch diu Kegelschnitte (il),(5), (C) 
geht, inn die Gerade, welche die Scheitel der beiden Kegel verbindet, zu 
bestimm r II. 

Lässt man die Ebene B um rotieren, so oi-zeugt die Quadririäche 
{ABC) ein BUschel {AC)^ und die Gerade AB erzeugt in der Ebene A und 
um den Punct herum dn anderes dem ersten projectirisches BQschel. 
Die Geraden dieses Buscheis werden von der Geraden .<1C in Puncten ge- 
schnitfon, deren Polarebenen in Bezug nur die entsprechenden Flächen des 
lUisi hels f/10 drircli dieselbe Gerade gelicrj, die Rpciproke von AC in Be- 
zug auf die Quadriflächen {ÄC)\ in ahnliciicr Weise gehen die- Polarebenen 
des Punctefi aj^^ in Bezug auf die QuadriHächeu {AC) durch ein uud die- 
selbe Gerade. Also erzeugen die Polarebenen der Punete und ABC in 
Bezug anf die Fläche {ABC), wenn B als variabel betrachtet wird, zwm 
projectivische Bfischel, und folglich «s< der Ort der redproXwi Geraden von 
AB ein HyfperboUdd J^; die Goieratrixen des andern Systems desselben sind 
offenhtw die zu AC m Bemtg auf die Quadriflache (ABC) reaprol-m fHpraden, 
wenn die FMnfl 0 nm r^,^ vm^inlcl ii^f. Pie Oeraden AB, AC scim- iflen sich 
im Punete .1/)'; ihre Krciiu-oken sind daher auf der Folarebeoe dieses Punctes 
in Bezug auf die Flach« {ABC). Das Effperhohid iet aUo die Envdoppe 
der Pölarebene dee Ikmctee ABC m Bemtg ox^ die QtMM^^leA« (^^^j 
A fest iet, und B imd C variabel. 

Ein beliebiger Punct des Baumes ist der Durchschnitt von drei Ebenen 
A, B, C, welche eme Quadriflache {ABC) bestimmen; umgekehrt bestirarat 
jede Fläche (ABC^ einen Pnnct des Bawines. Also: Das Hyperboloid Jj^ 
ist die Envelappo der Polarele^ien der Punete der Ebene A in Besug mf die 
Quadriflddicn { A l^ü), welche diesen Punctm entsprechen. 

Sobald die reciproken Geraden von Aß , AC in der Poiarebenf: des 
Punctes ABC in Bezug auf die Qaadriääche {ABC) liegen, so ist dei* Durch- 
schnittspunct dieser Beciproken der Pol der Ebene A in Bezug auf diese 
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Plfichp; also t'.st d(ur I/z/jicrboloid der Ort der l^ole der jasteu libene Ä 
in ßezitg auf die QßUidi'ifläcJim {ÄßC). 

Die Flachen (ABC) gehen dnrch den festen Kegelschnitt (A\ und also 
schneiden sich die Folarebenen des Punctes a^h^ in der Polargeraden dieaes 
Pnnctea m Bezug anf den Kegelschnitt {A). Daraus folgt, dass das Hyper- 
boloid die Ebene A in der Polargeraden dea Panctes a^b^ in Besug auf 
den Kege!i;clinitt < /i) trifft ttnd analog in der Po]argeraden des Pnnctes «iCi^ 
in Bezog anf deuselbeii Kegelschnitt. 

250. Man bezeichne durch 0 den Pnnct i^c^^, dann ist eine heliebige 
Oerade ol der Durchschnitt von zwei Ebenen B, C. Es seien 1, tt die zu 
0 coi^ugierten' harmonischen Puucte in Bezug auf die Functenpaare^ die den 
Durchschnitt der Ko-elschnitte (B),(f) mit den Geraden dI, d^, bilden, 
dann sind die Goraden Im, In die Polarcti des Punctes 0 in B«zn? auf diese 
.Kccrelschnitte , und 0^ i^t also Imn die Pahirfhpne vnn 0 in Bi zug ;tni' ilie 
QuadiiirijUikäu des Jiiisciiels ißC), Zielit man ausHerdeni in der iiibmi« B 
dnrch a eine beliebige Gerade, welche den Kegelschnitt {B) nnd folglich 
auch die Fläche in zwei Functen trifft, so ist der hamonische conjn^erte 
Pnnct von a in Bezug auf diese Durchschnittspuncte auf der Geraden Int 
gelegen; folglich gehört im und ebenso Itt der Quadrifläche 0^ ersten 
PolarflScho von 0 in Bc;^ug auf F^^ an ; mit andera "Worten, die Ebene Ititn 
berührt in l diese Quadripolarlläche. Daraus er!?ibt sich endlich , dass Me 
Polarehenen. des PuncUü 0 in Bßsm^/ aatf (die Quadrijlüvhen B C), vm» aueh 
A, ß, C ginäj die Qwtdiipolaißäcke von 0 umkülkn. 

Ich erinnere daran, dass das Hyperboloid die Enveloppe der Polar- 
ebene des Pnnotes ABC in Bezug auf die Quadriflächen {ABC) ist, A als 
fest angesehen ; lässt man nun A mit der dreifachen Tangentialebene o^^^^is 
znsammenfallen (in diesem Falle reduciert sich die Onadriflächc fJ/^O auf 
die beiden Ebenen B, Ü), so fallen alle Puncte ABC auf 0, also: Dasjenige 
Hyperholoid ./, v^^-h-hcs der Ebene A~,afi^^^ eat»pric/Uj üt nichts Andei-ee 
als die Quadnpüiaißäoh4 0 von 0- 

251. Ist die Ebene Imtt um einen festen Punct t des Raumes drehbar, 
80 ist ihre Enveloppe ein der Quadrifläche 0 umgeschriebener Kegel; der 

Pur.ct i beschreibt den Bertllintngskcgclschnitt und folglich ist der Ort der 
Geraden ol ein Qnadrikegel, der stets auch durch f>,, Tind geht. i^Liin da 
diese Geraden auf O liegen, so berühren die Ebenen ib^, ic^^, was aucli t sei, 
diese Flädie in 2wei X'uncten, die den Geraden , Oj^ angehören. 

Es sei )) der Pnnct ABCj in dem die Gerade 0I eine feste Ebene A 
schneidet, die durch geht. Wenn ol um 0 sich dreht, so umhüllt die 
Polarebene von p in Bezug auf die Quadrifläche (ABC) das Hyperboloid 
Jj, Da nun die Tangentialebenen von 0 projeetivisch den Geraden durch 
0 entsprechen (der Ebene, welche O in 1 berührt, entspricht die Gerft le ol 
und umgekehrt), so werden auch den Tangentialebenen von die Geraden 
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durch 0 projectiviscli entspreeheo in folgender Wdse: Eine Tangentialebene 

von schneidet A in einer Geraden, deren Pol p in Bezug auf den Kegel- 
schnitt (A) die entaprcchcnde Oerade o\p be.stlnnnt. IJmgelcehrt trifft eine 
Gerade durch o f\'\r' V.hom A in emem Puncte p ; durch die Folargcrade \'m 
p in Bezug .mf den Kegelschnitt {A) geht ausser A noch eine Tangential- 
ebene voa welche die euLsprechcude Ebcuü der durch o gesogenen Ge- 
raden ist. 

Die Tangentialebenen von Jj^ die dnrch den Funot i gehen, umhüllen 
einen Kegel, welcher A in einem Kegelschnitte trifit; die reciproke Polare 
dieses Kegelschnittes in Bezug auf den Kegelschnitt {A)f wird vom Pnncte 

0 an«? unter einrin Kcp'el «es^^hen , welehpr (htrch die Geradpn '>j,öj.-> geht, 
was aiicli i ist, v;eurn ili r beiden Ebenen, weiclie durch i und bezüglich 
durcit die Polargeraden der Puucta a^b^t '^^is B&zug auf den Kegelschnitt 
{A) gelegt sind (249). Dieser Kegel und der andere, der durch die ent- 
sprechenden Qeraden 0I der Tangentialebenen von 0, die durch t gehen, ge- 
bildet wird, sehneiden sich in zwei Geraden (ausser in und c^^. Das 
heisst: Bwdt einm heHebigm Pmet x gehen mod eatapreehende Paare Tan- 
gerdtalelenen von 0 wul J^, wo man zwei Ebenen mf»pree^$nd Mmtf welche 
ein und derselben Geraden oi entsprechen. 

Es soi ^ die Gerade, in welcher sich zwei enLsprecheude Tangential- 
ebenen von 0 und schneiden, das heisst die Polarebenen der Puncte 0 
und ABC in Bezug auf ein and dieselbe Fläche (ABC)'^ oder besser, sei ^ 
die Reciproke der Geraden SC in Bezug auf die Fläche {ABC), wo die 
Ebene A beliebig gewählt ist; dann erhält man aus dem "N"' rlit rgohendsn, 
dose die Geraden g, welche allen möglichen Paaren von Ebenm B, V entsprechen 
{ff ist von yl unabhängig) ein so^'^-hes System büdm, das8 durch emm ifeÜebiffm 
Pwict i im Hamm zioei G^ade g gelmh. 

252. Wir wollen jetzt diejenigen Pnncte dea Raumes finden, fQr welche 
die beiden Geraden g zusammenfallen. 

Ist 'Iii Gerade ol in l Tangente der cubischen Fläche F^, und folglich 
auch aller Quadriflächen des Büschels so geht die Polarebene Vi^n |i in Be- 

zug auf eine solche Quadrifläche durch 1, also gibt es unter den Tangential- 
ebenen von J^, die durch i gehen, eine, deren eutsprcclicnde Gerade ist. 
Man lege jetet den Punet t auf 1. Dann gehen die durch den Punct a an 
die Fläche 0 gelegten Tangentialebenen durch die beiden Qeneratrixen (m, 
In und haben also ihre Berührungspuncte anf diesen Geraden ; die entsprechen- 
den von 0 ausgehenden Geraden bilden daher zwei Ebenen olm und oin 
(d. b. B und ('). Nun entspricht dem Kegel vom Scheitel I, der umge- 
schrieben ist, ei« Kegel vom Scheitel 0, der durch oi gebt, wie man eben 
gesehen hat. Die beiden Geraden also, welche für einen beliebigen Punct i 
aus dem Durchschnitt der beiden Kegel v.om Scheitel 0 entstehen (251), redn- 
cieren sieh in diesem Falle auf die einzige Gerade 0I. Also : Dur&A <&V ge- 
mmnimtm Ptmcte von und 0 gehl nur Je eine eirmge Oerade g. 
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253. Sei zweitens der Punct i der Scheitd eines Qnadiikegels, der 
durch die Kegelschnitte (B).(C) eoht. Da die WaW der Ebene A für die 
Bestirammig der Geraden y wilikiulich i^t , so kr.nn man voraussetzen, 
dass diese Ebene durch t geht. Weil nun i auf der rcciproken Geraden 
von BC oder aip in Bezug anf jede Qaadrifläche des Büschels (£0) liegt, 
80 geht die Polarehene von o in Besag auf die Qnadriääohe (ÄBCf) durch 
i; ferner ist dieselbe Polarebene Tangentialebene der Fläche O in 1; es 
geht alsü durch i eine Tangentialebene von 0, deren Bertthrungspunct 1 ist» 
daher ist olp die entsprechende Gorade. 

In analoger Weise liegt t in den Pülarcbenen aller Pnnctc von ol in 
Bezug aaf die Quadrifläche (ABC), und deshalb sind die Functe in Be- 
zug auf den Kegelschnitt (A) conjugiert. 

Was das Hyperboloid anbetrtfit, so schneiden seine durch t gelegten 
Tangentialebenen A in Geraden, die sich in t kreuzen, und deren Pole in 
Bezug auf den Kegelschnitt (A) sich anf der Polare von i befinden, die aus einer 
Geraden durch p besteht. Daraus folgt, dass dem O uni«rf'sfhri(^bpnen Kegel 
vom Schcitol t ein Kcccl K vom Scheitel o entspricht, der durch olgeht; und 
dem, dem Hjpcrboloid .7^ umgesebiiebenen Kegel vom Scheitel i entspricht 
(ausser der Ebene ajb^Cj^) eine Ebene E, die durch o|i und die Polai^rade 
von i in Bezug auf den Kegelschnitt (A) geht. Man kann nun beweisen, 
dass die Ebene B den Kegel K längs op berahrt. 

In der That, die Ebene, welche durch t i^elit i nd 0 in l berührt, ent^ 
hält eine Grnppe von vier harmonischen Strahlen, nämlich die Geraden Im, In, 
Generatrixen der Fläche, die Oorade It, Generrxtrix de« nmschripbencn Kec;els 
vom Scheitel i, und nie Gerade Ij, Tangente des J3erüliruugskegeischnittes 
in 1 (} sei ihre Spur auf der Ebene Ä), Projiciert man vom Pnncte 0 aus 
diese vier harmonischen Strahlen auf die Ebene Af so erhält man die Ge> 
. reden |>(n, o, t, |) die ebenfalls dne harmonische Gruppe bilden. Anderer- 
seits aber gehSrt das Ebenenpaar BC, der Kr gel (BC) und die Quadrifläche 
(ABC) zu demselben Büschel, also muss der Kegelschnitt (A) durch die vier 
Pnncte gehen, wo die DurchsrhniHssreraden do? Kogels mit A die Geraden 
AB und (d, h. pu und pti l IrettVn. f'ahcr ist also die Polnrgprade von 
i in Bezug auf den Kegelschniit (.1) die cunjugierte harrnoniäciie Gerade pi 
in Bezng auf die Geraden yit, p«, oder mit andern Worten, die Gerade 
pl ist die Polare von i in Bezug anf den Kegelschnitt {A). 

Also ist die Ebene E Tangentialebene des Kegels läqgst op, und folglich 

der Pmet t mir auf einer einzigen Oeraden g. 

254. Die Gerade die Beciproke der Geraden {BC) in Bezng auf alle 
Flächen des Büschels {BC), liegt (249) anf den Hyperboloiden und Jq, 
Umgekehrt ist der Ort der reoiproken Geraden von BC (wo B fest ist, 
und C variabel) in Bezug auf die Flächen des Büschels {BC) und auch 
der Ort der reoiproken Geraden von BA (wo B wieder fest ist und 

1) Hier heseiehnen u,» die Funde a^^ta^c^. 



258— '255] Qttoärißaehen, die otw einer eubUehen Fläche Kegdtehn, auseekneiden^QX 

A variabel) in Bezug auf die Flächen {BÄ). Ebenso verhält es sich 
mit J0. Wir haben nim bewiesett, das» durch jeden Pnnct des Baumes zwei 
Gerade g gehen, |die Keciproken von BCf und dem analog zwei redproke 
Gerade von CA, und zwei reciproke Gerade von AB. Also : Durch jeden 
jPunet des Ramiee hamn mm moei Hjiperboloide «7*^, mei Hffperboloide imd 
%vm JTyperlohtde legen. Aus dem Vorli ergeh enden folgt weif er, dass, 
wenn t der Scheitel eines Quadrikpfrels ist, welcher F.. in drei Kegelschnitten 
(/l)j (/)'),( C) schneidet, durch i nur eine einzige Reciproke von MC, ebenso 
nur eine Bedproke von CA und eine einzige reciproke Gerade von AB geht; 
durch i geht also nur ein Hyperboloid </]^, ein Hyperboloid Jj^ und ein 
Hyperboloid J*^ Da« heisst: Der Ort der SekeUd der Quadr&eegelt welche 
die cu6iaeke Flik^ in drei Kegeteehnitten {A)f{B)f(C) scfmeideii^ fällt mU 
der emhQlIenden Fläche der Eyperholoide jeder der drei Meihen 
msammm, jytcser Ort geht ffiir<:7i die drei Haumcurten vierter Ordnung m 
denen von den QitadripoIurjh'Jxh-:, der Pvncti' o, ir, tJ gesdmiUcn j'vrr? (252). 

Da bewiesen, Ha«? durch jeden Punct d;e^e-s Ortps eine einzige einge- 
hüllte Fläcshe joder Reihe geht, so folgt, dass die cinhiiüeude und die ein- 
gehüllte Fläche sich überall berühren, vro sie sich treffen. Die Bernhrungs- 
curve ist der Durchschnitt zweier unmittelbar folgender eiugehttUten Flachen 
und ist ako von der vierten Ordnung. Dia einkiiaende FläcM ist oho von, 
der met'fri: Ordnung j die Berühni:iri.y,^urrc>i zweier eingehüllter Flächen der- 
selben Reihe Hegen m{f ein tmd deraeiöen FUtdte zweiter Ordnung (50) u. a. w. 

255. Wir betiäehten jetat das Rüschel von Quadririächen S, welche 
durch die Gurve vierter Ordnung gehen, die den Durchschnitt von F^ mit O, 
der ersten Polarflache von 0, bildet. Zwei Flachen S sdineiden die cnblsohe 
Fläche nochmals in zwei Kegelschnitten; da aber die gemeinschaftliche Ge- 
rade der Ebenen dieser Ki o^elschnitte vier PuTicfe mit Fg gemein hat (näm- 
lich die vier Puncte, in denen dieselbe die beiden Kegelschnitte trifft), so 
h'egt sie vollständig auf der Plh'che. Nan ist eine cTcr Flächen .S* anch die 
Quadiifläche 0, für welche der vesniriereiitle Kegelschnitt das Geradeupaar 
Cj^ist, und die Gerade, in der diu Ebene dieser beiden nochmals schneidet, 
ist die Oerade Oj, also schneiden die Flächen iS^die Flächen in Kegelschnitten, 
deren Ebenen durch die Gerade gehen. Umgekehrt triffifc jede durch 
gezogene Ebene A, F^ in einem Kegelschnitte, der auf einer Flache dos 
Bilschels liegt, das man betrachtet. Die Ebene A und die Quadriflächen Sj^ 
bilden offenbar zwei prcijectivische Büschel, ■welche die gegebene Fläche F^ 
durcJi ihre Durchschnittöcurven crzeupTii komifM C2'2\l}. ^ 

Die Polarebeuen des Punctes 0 in Bt-^ug auf die Quadridächt-n S bilden 
ein projcctiviscfaes Büschel zu dem dieser Qnadrifläehen, also ist der Ort 
der BerOhrnngsk^ebchnitte der Qnadriflächen 8 mit den umgeschriebenen 
Kegeln vom Scheitel 0 (223) eine Flädie J dritter Ordnung, welche durch 
die Basis des Büsclu ls (ß) und durch die Geraden ig, ^,3 geht (letztere Ge* 
raden der Dnrchschuitt von O durch die entsprechende Polarebene). Ausser* 
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dem ist die Basiaeurve des Bfisohels (<S) der Dnrchschmtt von J mit der 
ersten Polarfläche von o in Bezug anf J, nämlich mit der Quadrifläche 
/S|^ 0), die durch o gßht; die beiden cuhischen Flächen J und i^^ berühren 
sieh tiso läng« einer Cnrve vierter Ordnung imd schneiden sich in zvrel Ge- 
raden; sie fallen daher in eine einzige Fläche zusammen. Das Ijeisst: Jede 
Quatinßflfh* schneidet in einem Kc.(/€^frhv>'f( dessen Ehonc A die Poloi^ 
4bme des Fumies 0 iu Bmug auf üS^ ütf mit andern Woi'ten> die cubische 
Fläche ist der Ort der Bertthrnngscurven zirisohen den Quadrifläohen S 
und den nmgeschiiebenen K^eln vom Scheitel 0. Es folgt noch daraus, 
dass die Scheitel der vier Kegel des BQschels {S) anf liegen, und dass 
diejenigen Ebenen, ^reiche die Flache in diesen vier Functen berfihren, die 
dreifachen Tangentialebenen sind, welche durch gehen. 

256. Sind A und J3 zwei gegebene Ebenen bezüglich durch ct^ und 
gologt, dann bilden die Qnadriflächen (AB) ein Busche!, dem auch das Ebenen- 
paar A, B angehört. Der Ort der Berührungscurven zwischen den Qnadri- 
flächen und den umgeschriebenen Kegeln vom Schdtel 0 ist nach dem all- 
gemeinen Satze (328) eine cubische Fläche, aber für die Quadrifläche, die 
ans den Ehmen A, B bf^felif, kann man die Bei-nhningscürve als f\i'f der 
Ebene B ausgebreitet anselien, und die Ebene gehört also volhtnndifr d* r cubi- 
sche» Fläche an. Das heisst, diese rcduciert üich auf die li^bene ß und eine 
Quadrifläche S, welche den Kegelschnitt (^4) und die Kegelschnitte enthält, welche 
aus dem Durchschnitt der Flächen {AB) mit den Polarebenen von 0 entstehen. 

Weiter mnss die Basis des Büschels (AB) die Durchschnittscurve der 
cubischeii Fläche Bt mit der ersten Folarfläche von 0 in Bezug auf diese 
Fläche sein, also ist A die Polarebenc von 0 in Bezug auf S. Es folgt ferner 
daraus, dass 8 durch die Scheite! der beiden Kegel des Büschels {AB) geht 
und in ihnen von den beiden Ebenen berührt wird, welche dem Büschel 
der Polarebenen von 0 angehören, und sich daher in einer Geraden schneiden, 
die in der Ebene B liegt. 

Hiemach gehen die Flachen S und Sj^ zugleich dnrch den Kegelschnitt 
{A) und haben A als Polarebene von 0. Wenn man nun vom Puncte 0 
die Tangenten an den Kegebchnitt (JS) zieht, so liegen die Borührungspuncte 
auf S. denn s!«^ müssen einer beliebigen Quadrifläche des B''sc?ic?s (/</?) an- 
gehören uiid dtr eiitöprechenden Polarebene von 0. Die nämlichen Puncte 
gehören aber auch der Berührungscurve von mit dem ungeschriebenen 
Kegel vom Scheitel 0 an, utod folglich auch Sj^. Die Quadrifläcben S und 
Sj^ bilden also nur eme einzige Fläche. Das heisst: Sj^ üi der Ort der Be- 
r^mngaeurven (Uler QuadriftäeAen {ABC), wo A fest ist, mit den ^ . ,7 ,vr7ovV 
bemea Kegdn vom ScJidtd er. Also enthält Sj^ die Scheitel sämmtlicher Kegel 
des SysstemK (ABC), ".ro A fest jjehalten wird. 

I.-L die iibene A ^fu;-'!;* !», di^nii oliid dir- Scheitel der Kegel {ABC) auf 
jeder der Flächen ^j^s-^j^ gelegen (249), also: JJer Ort dicsß}- Scfieiid ist die 
Smmcurve vierter Ordnmgf Dtarchschmitt dieser beiden QuadrifiÜehen. Lässt 
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man inin A seine Lage ändern , *i /«^ f^f^r <^rt dieser Raumrnrve , die den 
beiden ciüs^trcülieiidest FläcJmt und «/^ yeincin ist, eine F(äch& vi&'Ur Ord- 
wmg (voUetändiger Ort der Scheitel aller Kegel (AßC)), die vir schon als 
Enveloppe der Hyperboloide J gefanden haben. Natürlich ist dieselbe Fläche 
vierter Ordnung auch der Ort der Ranmcai've vierter Ordnung, die zwe| 
Flächen Sß und J.. Ii ; Sfj und gemein Ist. Sß und 8^, haben hier in 
Bezug atif ii, v ntul lio l'.bcnen Ji, C dieselbe Bedeutung, ivelche in Be- 
zug auC den Punct 0 und die Ebene A hat 

257. Betrachten wir von Neuem die drei Geraden Oj , , r^^ die in der< 
selben Tritangentialebene liegen. Es seien «IW, iß> zwei Ebenen, die bezüg- 
lich durch a, , gehen und die Flficbe in zwei Kegelschnitten treffen, 
die O'^jh^ in den Puncten a,b berühren. Die Quadriflächen des Büschels 
(aHalfia) treffen die Ebene a^b^ in Kegelschnitten, die in den Puncten a, b einen 
doppelten Contact haben, und umgekehrt jeder Kegelschnitt, der in a und t) 
von den Geraden Oj, berührt wird, ist die Spur einer Flache de» Büschels. 
Nun befindet sich unter diesen Kegelschnitten der unendlich abgeplattete 
Ksgelsohnitt (ab)' gebildet durch die zweimal gezählte Berührnngssehne, und 
In dem Büschel (A^S'o) gibt es daher einen Kegel, welcher die Gerade a^b^ 
längs der Geraden ab berührt. Diese Gerade trifTt ^^.^ m eifern Puncte c 
und in diesem berührt c^^ den obigen Kegel und folglich auch einen Ker^cl- 
schnitt, der gleich /-eilig auf i'j, auf dem Kegel und iii eiuer Ebene C (durch 

liegt. Also : Die sechs Äneto, in denen die Geraden , 5^, «jj^ i2M para- 
boUache Ourve von berühren (220) Hegen m drei und drei auf vier Ge- 
raden, wde^ die Berührmgegenerairixen der Ebene a^b^e^^ mit vier Quadri- 
kegeht smdy welche zu di^ tmd drei die ««dU Kegdschnitte («l»), (ifb), (&) 
enthalten, v>elche die Geraden a^,h^,c^^ in g^nannfea Puncten lervJiTcn. Die 
beiden vx\ <i analogen Fnncte sind die Doppelelcmentc einer fnvrilntion, in 
der die Puncte a^^, ^i^u conjugicii; sind (220). Die Geiuden 0^1*9» 
sind daher die Diagonalen des Yierseits, das aus vier Geraden ab£ gebildet wird. 

Es gibt noch einen zweiten Kegel, der durch die Kegelschnitte («II»), (ifb) 
geht, ausser demjenigen, welcher die Ebene längs dbc berührt Die 
beiden Kegelschnitten gemeinsamen Tangenten umhüllen diese beiden Kegel; 
der Scheitel des neuen Kegels ist also der gemeinschaftliche Durchschnitts- 
punct folgender drei Ebenen: Der Ebene n,h„, der Ebene der Tringpiiten, 
die man vom Puncte an die beiden Kegelbchnittc ziehen kann ausser 

«j und 6j und die Ebene der Polargeradeu des nämlichen Punctes in Besug 
auf die beiden Kegelschnitte. 

Wir wollen die vier Berührungskegel der Ebene und die sechs Kegel- 
schnitte, in denen sie die Fläche schneiden, in folgender Weise bezeichnen 



3) Jede von den 45 drei&ohen Tangentialebenen gibt einer analogen Fläohe 
Tierter Ordnung Entstehung. 
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Die Eegel 9t, dC' sdineideii eich in den Kegelschnitt («H) und folglich 
noch in einem andern Kegelschnitt, der nicht auf liegt. Sie haben also 
zwei gemeinschaftliehe Tangentialebenen; eine ist «^iSg^is» andere sei P. 

Die Ebene P berüWt die fünf Kegelsclinitte (A), (Vb), (6), (ift) (©') iJie 
auf ai:i1 X' liegen, sie berührt daher auch die Keppel rua ,')(:"'. 

Die viel- Xegel DC, Dt', 9<L", DC'" haben foklkh zwei gomoinscIi;iitliche Tan- 
gentialebenen a^b^c^^ und daraus folgt, d<iss ihre jScJidtd au/ ein und dm'- 
Mibm Geraden Hegm (der Dnrchschnittegeraden der Ebenen «iVts 

258. Wir gehen cur Betrachtung der Kegelschnitte {A), (C) über, 
die sich in gerade Linien auflösen. 

Unter den Ebenen A gibt es vier, ausser ß^JgCjg' "welche i-^ in G'eraden- 
paaren schneiden, dasselbe gilt für die Ebeoen B und C. Wenn wir die 
Ebene A betrachten, weJclie die Geraden JgCjg enthält, und die Eben© i», 
in der (i^c^ liegt, so mfissen sich die Kegelschnitte (J^^Cj^ ^ {a^c^ iu zwei 
Puncten scfandden (247), die auf der Geraden AB liegen. Die Gerade 
trifft daher nnd «ig schneidet Die Ebenen ^^o^i<'i^c^ schneiden^ 
in «weä neutn Geraden und b^. Nun liegen von den neun Geraden 
('^:^2''i3^' CS^a^sa^' {"^ipiz^y welche durdi den Durchschnitt von mit drei 
ESbeuoa entstehen, drei, nämlich «ij^sj^^jg iii Ebene 'f , drei andere 
^3'^2'^S2 ^" Ebene J>, folglich liegen die drei übrlgeQ o^f\,c^ in ein und 
derselben Ebene C4 

Hieraus folgt, dass die 24 Geraden, die in den 12 dreifachen Tangen- 
tialebenen liegen, welche ausser Oi^^o^ durch <']^!^2'^i2 g®l^^> ^-^^ 
in 16 andern Paaren von dreifiMthen Tangentialebenen liegen. Jedes dieser 
Paare ist durch zwei beliebig gewählte dreifache Tangentialebenen A nnd B 
bestimmt. Mitteist dieser beiden Ebenen ist auch eine entsprechende Ebene 
C mit bestimmt. 

Denken wir uns drei Ebenen AyB, C die ausser in a^, b^,c^^ in 
sechs Geraden schneiden, die nicht in Ebenenpaaren gelegen seien, so ge- 
hSren diese sechs Geraden einem Hyperboloide {ABC) aus dem vorhin be- 
trachteten Systemen an (2i8). Jede Ton den vier Ebenen A lässt sich mit 
jeder von den vier Ebenen B und mit jeder der vier Ebenen C combinicren, 
aber man fiups ä'.r Conibinationcn weglassen, welche sechs Gerade er- 
geben, die a\if zwei Ebenen üffron; das System der Quadriflächen {ABC) 
etidMU aUo 4.4.4 — 16 ^ 48 U^ierOolmk Ily von d&mt eiußde^ die cubiaafie 
FlätAe F^ in «seft« Geraden 8ch$ieidet, 

Von den sechs Geraden, die F, und einem Hyperboloide H gemein 
smd, gehören drei demselben Systeme von Generatrixen des letzteren an, 
und die drei übrigen dem andern Systeme >), man kann also auf sechs ver- 

1) Bine cabische Fläche kann niemals vier Gerade eines Hyperboloids ans dem- 
selben Systems Ton Generatrixen enibalien, denn dann hätte jede Qcneratrix des 
anilern Syr^tems vier Fua«te mit der oabischen Flftohe gemein und läge folglich 
/olUtiliidig auf derselben. 
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acMedene Arten diese (rerH^en in drei Paare zerlegen, so dass die Goraden 
jedes Paares in einer Ebene liegen. Jode Art gilu drei Eboiun, -welche 
alle secLs (Geraden enthalten und in drei ueuen Geraden schneiden, die 
ui , einer Ebene liegen, denn die eeche enten Geraden gehören einer Flache 
Zureiter Ordnung an. Jede» SjfperboMd S igt aUo ein, Glied von sechs Sjf- 
«teme» von Quadr^ät^atf dem der FüSUAen (ABC) atuxJogf das durch die 
Ebene o^^jC^s geg^en ie$. Die Zahl dieser Systeme ist 45, jedes derselben 
entspricht einer dr^achen Tangentialebene, die Gesammtaahl der Hyperbo-. 

48 45 

loidef teekhe F^ 'ia sechs Geraden echneidenf ist also —^«360. 

259. Ein Hyperboloid JET ist durch drei Gerade von bestimmt, die 
sich nicht trefien. Nun werden aber drei Gerade von die sich nicht 
treffen, von drei andern Geraden geschnitten; die sieh ebenfalls nicht schneiden 

(228); diese sedi^ Geinilen bilden also den Durchsclini'tt von jff und 
Das hi'tsst: Jedes Hyperboloid. fl(t,f> in drei Geraden schnddetf die si<h 
niv/d treffen, schneidet diese FläcLc nudi in drei andern Geraden. 

Es gibi also 2.^60 Grupj^t v<m drü Geradeah auf F^j welche keine 
Dwtkschaütspwu^ hohen. Diese Gruppen sind m mei md mod cor^ttgim-i 
Die Geraden der einen Gruppe irefen die Geraden der eoiyugierten Grrtppe, 
und die sechs Geraden der beiden conjugierten Gruppen gehören ein und dem- 
selben Hj/perboloide CM, 



CAPITEL VL 

VEESCHIEDENE EIGENSCHAFTEN. 

260. Es seien T, T' ^^vei dreifadic Tani^entialebenen der cubischen Fläche 
P^, die sicli in einer Geraden, die nicid. uil F^ liegt, treffen, und es seien 
t ^'o r ; Ö2,&,j,C23 die Geraden dtr riache, die in dieMjn l^benea liegen. 
Da die Gerade TT' die Fläche nur in urei Puncten achneidet, so ndisieu 
diese den Geradenpaaren ajb^,b^c^, a^c^^ gemein sein. Die Ebenen a^h^, b.^c^ 
«gCjjj treffen F^ in drei neuen Geraden besüglich Cj^iOgfb^, die in einer 
Ebene hegen, denn von diesen neun Geraden, die durch den Durchschnitt von 
mit drei Ebenen entstehen, Hegen sechs in awei anderen Ebenen T, T*, 
Also bestimtne» die Draet^^ ^tVi3> "^ffi^n ^ andere f und die Betten 



1) E. Stdbii, (i%ntAe{wcX« Unberewshmgen Über Flächen dritter Ordnung, 
Lmps^ 1868.) nennt iirai «onjugierte Systeme von drei Geraden ein D<^peidr» 
und 3m Hyperboloide B DcppeldreihjiperboMde. 
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dmer msha Bi'decke smd die gcgensdLigm J)urcha(AmitUpm^ zweier Gn^pen 
von drei.Ebenenf das heisst der Seitet^dien moekr TWeder, die vir eonjttgieti 
nennen -wollen. 

Zwei beliebige dreifache Tangentialebenen, deren Durcbicbnittsgerade 
niobt anf liegt, können als Seitenflächen eines Trieders dienen, dann ist 

daflnrch dio dritte Seltenfläclio mit bestimmt. Diese drei Ebenen b^'^timmen 

neun Gerarle, welche sich in neun rnnctcn .schneiHcn, illfi 'K'ii Kanten des 

Trieders und gemein &iud. Dieselben neu:i Gtnadeu sind auch noch in 

drei andere Ebenen verthellti welche das conjugierte Trieder bilden. 

Man hat schon frQher (S58) gesehen, dass, wenn man die drei Geraden 

o,, h^, c'|2, die in der Ebene T liegen, betrachtet, die andern 24 Geraden von 

in lö Ebenenpaaren vevtheilt liegen. Jede» Paar bildet mit T dn Trieder, 

das heisst, jede Ebene T liegt in 16 Triedem. Jede» Trieder enthält aber 

45. lö 

drei Tritangentialebenen, aleo ist (fös Gesammtzahl der THa^er ^ = 240. 

Diese Trieder sind zu zwei und zwei eonjagiert; es gibt daher 120 conjugierte 
Triedarpaare, 

261. Die neun Geraden 

sind, wie wir eben bewiesen haben, auf sechs Tritangentialebenen gelegen, 

die zwei conjaj^erte Trieder bilden. Dnrch jede dieser Geraden kann man 

drei neue dreifache Tangentialebenen legen; es gibt also 27 Ebenen, Ton 

denen jede eine der nemi Opraclen enthält und also aiidi nnch zwei andere 

Gerade, das heisst, die andern iö (ieradea liegen zu zwei und zwei in 

2 .27 

diesen 27 Ebenen vertheüt in der Art, dass diese Ebenen ^'g = 3-mal 

dnrch jede der 18 Geraden gehen. Es bleiben noch 45—6—27 = 12 Ebenen, 
welche ausschliesslich die 18 Geraden jede zweimal enthalten. 

Kuh irinss jede der drei Geraden , ^>., , , . die in derselben Ebene 
liegen, ausser deu Geraden der obigen Matrix noch secli.s Gerade schneiden, 
die von den beiden andern nicht getroffen werden; also werden die 18 Ge- 
raden durch eine oder die andere der Geraden a^, b^, c^^ geschnitten. Ausser- 
dem werden aber auch drei Gerade wie Oj, die sich nicht schneiden, dnrch 
die obigen Geraden ebenfalls geschnitten, ebenso Oj^, o^,«}, u. s. w. Man 
kann daher die 18 Geraden in zwei neue Matrixen 





«4» 








«»4 














*s. 








*16» ^1 


«'s« 



SO vertheilen, dass die Geraden emer Colonne der ersten Matrix die Geraden 
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der entsprechenden Colonnen der zweiten Matrix treffen, und die Geraden 
«in€r Zeile der <u-&ten Mati-ix die Goi-aden der entsprechenden Colouue der 
dritten Matrix. Dann ist leicht «t zeigen: 1. dass die Geraden einer Zeile 
der zweiten Matrix die Geraden der entsprechenden Zeile der dritten Matrix 
schneiden; 2. dass die nenn Gnaden jeder der zwei letzten Matrixen die 
Dnrohschnittsgeraden der Seitenflächen zweier coijugierter Trieder sind. 

Also: Jedes conjugierte THederpaar bestimmt »um nmte Paare m der 
Art, dass die drei Paare zweimal eämmtUehe 27 Gerade enthalten. Natür- 
lich ist die Zahl dieser Gruppen von Je drei conjugierten Triederpaaren gleich 

120 

-5- = «. 

262. Die210Trieder habend.240^720Kanten^nnd240Soheitelt. Jede 
Kante h tri£Ft die Fläche in drei iPuncten b, Durchschnitte der Geraden- 
paare anf der Flache. MsÄ kann also sagen, ^ 135 PtmcU Selmtd 

der 45 Dreiecke, die van den 27 Geraden auf den dreißwJten Tangentialebenen ge- 

lüdet toerden, nnd zu drei und drei auf 720 GfTr'fhu l- rrrü^nlt, du^ mrk zu 
drei tind drei in 240 Pmirten t Schmiden, Dieselben 135 Puncte üegeu hxl. 
zehn und zehn auf den 27 f loraden von F.^. 

Betrachten wir den Piinct ö, der dea Geraden «1,^^ angehört. Durch 
jede dieser Geraden gehen ausser der Ebene a^^ vier andere dreifache Tan- 
gentialebenen und daher 16 Gerade k. Jeder Pitnct 2» iet also auf 16 Ge- 
raden k gdegen. 

Die Ebene a^b^c^^ schneidet die vier dreifachen Tangentialebenen, welche 
diirth b., gehen, mit Aiisnahnae von a^h^, in vier Geraden k welche und c^g 
in acht Puncten b', b" treffen. Auf jeder dieser vier Geraden k denke man sich 
den harmomsch^ Punct i von d in B^ug auf genoinmeo, dann ge^ 
hören die vier Poncte 1 der Polargeraden von }f in Bezng anf den Kegel' 
schnitt an, der durch die Geraden b^c^^ gebildet wird, und sie Hegen auch 
anf der Quadripolarflache von )r in Bezug anf Die 16 Ptmcte l, ent' 
epr^Jund den 16 Geraden k, die von h aiugAen, Hegen zu vier und vier 
auf vier Geraden vertJieilt, die in vier Ebenen liegen^ welche durch geMn und 
folglieh avch avf ri^rr anderen Geraden, die in vier Eimen durch A., liegen. 
Alle diese acht Uerade sind Gmwairixen ein und de/fseiötu J/i/puixjiucdS} wdduie 
die. Quadripckirßäehe des Punetes b ist. Diese Quadrüläche geht offenbar 
durch die Geraden und 

263. Sei t der Scheitel eines Trieders, das ans dreifachen Tangential- 
ebenen gebildet ist (262). Dann «chncidct die (Jmdripolarfläche von t nach 
i«j genommen jene Ebeucu iu tlta Poiarkegelschnitten von 1 bezüglich der 
Dreiecke, welche von den Gtn-adcn von P^ gebildet werden, die in diesen 
Ebenen liegen, das heisst, in Kegelschnitten, die bezQglich diesen Dreiecken 
umgeschrieben sind. Diese Dreiecke entstehen aber durch den Durchschnitt 
der drei betrachteten Ebenen durch die Seitenflächen des conjugierten Trieders 
(260), folglich treffen die Kanten dieses Trieders die Qnadripolarääehe von 
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i in je drei Fancten. UBt andern Worten: JXe Quaäripoku^ßä^e von t ist 
ei» dem cot^fugiertea JHeder umgee^riebmer Kegd. Alto tind die Se^eü4 
snoeier eonjugmUr Tritder enteprec^ende Pmct« der Heesiana (183). 

2iji. Es ist früher l)ewlesenj dass jede Gerade, die auf i^, liegt, so wip a^, 
eine Dn)ipolt;'.ni;cnte der Hossiana ht (^71). ^irid das«! die ßfriihrungspuncte 
o, o' die Doppelpuncte der Involution sind, welcliü aui" durcli die Kegel- 
BChnitte bestimmt wird, in denen durch die Bitangentialebenen, welche 
durch 0^ gehen, geschnitten wird. Da aber die Gerade auf F^ liegt, so 
ranss die Quadripolarflache jedes Pnnctes dieser Geraden durch diese selbst 
hindurch gehen , also liegen die Scheitel der Polarkegel von a, auf €ty 
Diese Scheitel sind aber auch Pnncte dtr Hessiana, folglicli ist ö' der Scheitel 
des Folarkegels von a und uiii^ekelirt j das heiss^ die Atmete a, a' siiid mm 

265. Eine beliebig gegebene Ebene B schneidet die Fundamentalfläche 
F3 in einer Curve C5 der dritten Ordnung. Die Ebene Jf , welche in 
einem Pnncte m von Cg berührt, und die Polarebene von ni in Bezug auf 
die Hessiana treffen sich in einer Geraden, -^vplche in den Wendepuncten 
X, ß, J des Schnittes dieser Fläche di;rch die JCI): hp M durchbohrt (200). 
Was ist mm der Ort der Gei'aden mx, mg, mj, wenn m auf seine Lage 
verUndert? Zunächst ist die Curve O3 für den Ort dreifach, denn jeder Funct 
m dieses Ortes ist den drei Greneratrixen uuTims^iii) gemeinschaftlich. Wir 
suchen zweitens, wieviele Generatnxen in die Ebene E fallen. Die Polar- 
ebenes der Puncto m in Bezug auf die Hessiana trelTen J? in Geraden, deren 
einhüllende Curve von der D-ten Classe ist (93). Die Tangenten dieser En- 
veloppe entsprechen einzeln den Tangenten von c, . denn die einen sowohl 
als die anderen eutbprechtiii düu Puncten dieser Ciu vr' ; und nach einen be- 
kannten Tiieorem ^) ist di€ Orduaug des Ortes des güiiieiuschaftlichäa Punctes 
zweier entsprechender Tangenten gleich der Summe der Gassen der beiden 
Enveloppen, nämlich 94*6 s= 15. FOr diesen Ort nnd die 12 gemein, 
scfaaftlichen Pancte von 0, und der Hessiana Doppelpuncte, denn in jedem 
dieser Pancte treffen sich zwei unmittelbar fol^- ndt T-mgenten von C3 und 
die ent?pvechenf1cn Tangenten der Enveloppe Ö-ter Classe. Der Ort fünf- 
zehnter Ordnung sclmeidet also noch in 3. 15 — 2,12 = 21 fiiiili :ii i^mictoti, 
von denen jeder ein den Puncten jt, g, j analoger Pünct ist. Es lolgt daiHus, 
dass die Ebene B 21 zu nur, m||,ttt{ analoge Gerade enthält, nnd hieraus, 
dose der Ort dieser Geraden «ine Fläche der Ordnung 3.3-)-21 =30 ist. 

Dieser Ort trifit ci:ie IjLh'uLii^G Gerade g in 30 Puncten. Daraus folgt: 
Wem der Funcl m die Flädie mit der Bedingung durtAläuft, dass eine 
der Geraden nur» iNQ, Ol) die gegebm" Gerade g se/meidetf so ist der Ort von 
m eine liaumeurve der ZO-etm Ordnung, 



1) EinleUmig, Nr. 83 a. 
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Dt€M Ratmairve geht, wo» auch g »ei, duirth die 185 Punde \i, m den«» 
sich die 27 Geraden der RaubmetUaffiädte «u md und zwei s^näde». In 
der That, betrachten vir die dreifache Tan^ntialebene, velche die Geraden 
''v ^''j' 'is enthält, so geht die Polarebene des Pnnctes a^b^ in Bezug auf 

die Hessiana durch c^^ i), und jede durch diesen Punct so gezogene Gerade, 
dass sie c^^ schneidet, ist eine zu mJC analoge Gerade. Nun trilTi, die Ebene 
^1^9^ eiue beliebige Gerade g, also geht die Eaunicurvc 30-8ter Ord- 
nung, in Bezog anf diese Gerade, dnrch den Ponct a^b^. Daher trifft die 
Banmourve, um die es sich handelt, jede der 27 Geraden von in zehn 
Puncten. 

Hieraas folgt, wenn man die cubisdbe Fläche auf dner Ebene in der 
oben (231) angegebenen Weise abbildet, dass dann die Plancurve, welche die 
Raumcnrvc 80-ster Ordnung? in Bcr.vg anf c; dar&tclU, eb^alls von der 30- 
stea Ordnuäig ist, zehnmal durch jeden Fundainentaipunöt geht und in den- 
selben die den Geraden & und e von entsprechenden Linien berührt. 
Also (233, 245) iet die Raumeurve der vollständige DurehsMtt vm h\ mit 
einer Fläche lO'ter Ordnung. 

Es gibt aJso eine unbegrenzte Zahl wm FUkhen IQ-ter Ordnung, toddie 
durch die 135 Fm(^ Jr gdien. Das vcUsiändige Systetn dieser Punete itt 
durch den Durthec^tt irgend einer, dieser Flächen mit den 2.7 Oeraden von 
F^ gegeben. 

26G. Wir wollen jetzt uüch eine Eigenschaft des Schnittes der Hessiana 
durch eine beliebige Ebene E ansebandersetsen. 

Diese Ebene schneidet die Fondamentalfläche F^ in einer cubischen 
Corvo 0^ ; es sei 0 einer der Pole von E in Bezug auf F,, der nicht auf E 
liegt. Weil non der Kegel «c^ die Fläche F.^ in duer Plancurve trifft, 
so sehneidet er dieselbe Fläche noch in einer Raumeurve sechster Ordnutig, 
die auf einer Qnadrifläche C'^*^^- ^^<'' Fläi*?ie 7%, dem durch den 

Kegel oc, nnd den zusainmengesetiten Oft E'J^„ gibiklüten liüschel ange- 
hört, äu geht die Quadripularilüche eines beliebigen l'uncteä i in Bezug auf 
F^ durch den Durchschnitt des Polarkegels tfC, in Bezog auf den Kegel 
00, mit der Quadripolarfläche in Bezug auf jE$,. Wird i auf der Ebene 
E genommen, so ist die Quadripolarfläche von t in Bezug auf das System 
zweier Ebenen, deren eine E ist, und die andere $j ist die Polarebene von 
t in Bezug auf Folglicli geht die Quadripolarfläche von t in Bezug anf 



1) Dies ergibt sich ans dem allgemeinen Theoreme (300) und auch ans fol- 
gender Ueberlflgung: Die vier Darchschnittspuncte der Hetsisna mit der Geraden 

öj Bin<i in zwei Berfihrun^punete 0, c' vcrt- inigt, rxnA folglich fallt der harmonische 
Mittelpuuct dieser vi«r Durebaehnittspuncte iti Bezug auf den Fol a^dj niit dem 
Fmiote snsammen, dem harmoniseh.cüDjugierten Fnncte von a^h^ in Besag 
auf die Fnncte a» o'. Bbenso verh&lt es sich flkr also n. s. w. 
OaiMOXA, ObtriUtohni. 
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durch dia beiden Durchgchnittskegehchiiitte des Kegels oe^ mit den Ebenen 
E und Der erste dieser Kegelschnitte ist offenbar 0, , erste Polaro von 
i nach C3: der andere ist ein GcraJcnpanr/ weil die £bene ^| durch 0 
geht 1). Wenn mm aber den Kegel oc,^ berührte , so wäre die Quadri- 
polaifläche von t nach genommpn ein Kegel , und t würde auf der Hes- 
siaua liegen. Also igt dia DurchschnitUcurve der llusmm nUl ik»* Ebene E 
der Ort asm Pm&tee, deesm Folarebeae m Bmig auf die Quadrißäche 
die comscAe Pokxrcurve in Bezug auf die euMeche Curve berührt. 

Auf folgende Weise kann man zeigen, dass dieser Ort ron der vierten 
Ordnung iit. Die Folarkegelschnitte der Puncto einer Geraden g auf E in 
Bezug auf Cg und die Polargeraden derselben Puncte in Bezug auf den 
Kegelschnitt (.ii^^) bilden zwei projoctivische liiischel, welche eine cubischo 
Curve erzeugen, die durch den Pol von g iu B&iu^ mi den Kegelschnitt 
(JS^^) geht Durch diesen Fol kann man vier Tangenten an die cubische 
Curve legen, es gibt also vier Gerade des zweiten BQschela, welclie die ent> 
sprechenden Kegelschnitte des ersten Büschels berühren, daher enthält g vier 
Puncto des Ortes. 

«••**»«••••• 
■ • • * * • « ■ '* * * 

• « * ■ « * » « • • « • 

* « * * • «*• • « » • 



CAPITEL VlI. 

CLASSIFICATION DER FLÄCHEN DRITTER ORDNUNG 
MIT RÜCKSICHT AUF DIE REALITÄT DER SIEBEN- 
UNDZWANZIG GERADEN. 

267. Wir haben bewiesen, dass wii- durch die 27 Geraden einer allge- 
meinen Fläclie dritter Ordnung 120 conjugierte Triederpaare legen kömieu 
(260), und dass umgekehrt die Fläche constrniert werden kann, wenn swei 
conjugierte Trieder und ein Punct der Fläche gegeben sind (221). Daraus 
folgt, dass, abgesehen von der Realität der gegebenen oder gesuchten Ele- 



I) Die Polsrebene vun 0 ir. B^zug den Kegel dc« ist unbestimmt, und a hat 
also (lif .sfUio Polarebrno 7' in Bezug anf und in Bezug auf ili n znp.rnmenge- 
aetzten Ott Die Kbene F ist daber die Folarfiftche Toa o ia Bezug auf und 

folglieh geht die Polarebene eines beliebigen Punotee von Ein Besug auf die näm- 
liche Qoadrifl&che durch o. 
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mente, es möglich ist, eine beliebige cubische Fläche mit Hilfe zweier TriorJer 
aat' die ü-Uber (221) gegebene Weise zu erhaltün. Wir wollen jetzt aut die 
Bealität oder NichtrealitSt der 27 Gerftden einer reellen cnbischen Fläche 
Rücksicht nehmen. Indem vir die beiden Trieder zti bilden snchen, fdie 
die Fläche zu erzeugen genügen, werden wir ganz natürlich auf die Classi- 
fication der allgemeinen reellen cnbischen Flächen nach der Methode Scbaflis^) 
gelangen. 

Um zwei coiiit gierte Triedvi- zu cnn^;ti a!Li i n, die einen reellen Complei 
bilden , genügt es zwei dreifache l'aiigcutialebenen 7" m üudeu (260), 
die reell oder imaginär coivjugiert aind^ uud sich in einer nothwendigerweise 
reellen Geraden schneiden, die nicht auf der Flache liegt. Die drei Geraden 
der Fläche anf T nnd die drei in T' enthaltenen Geraden schneiden sich zn 
zwei und zwei in den drei Puncitn, in fleneii clie neiaJf.' TT' die Fläche 
durchdringt und be$tinamen auf diese Weise drei Ebenen ©, G', G", diesämmt- 
lich reell sind , oder wenigstens die eine reell und die beiden andern ima- 
ginär conjugiort, genau wie die genaunten drei Puacte. Jede dieser Kbenea 
fS schneidet die Fläche in einer andern Geraden, und diese drei neuen Ge- 
raden liegen in einer einzigen reellen Ebene T", Die beiden Tripel von 
Ebenen 7T'7"',66'&" bilden die gesuchten Trieder. 

Knn behaupte ich, dass, solange die Fläche als reell vorausgesetzt wird, 
es immer möglich ist, zwei dreifache Tangentialebenen zn finden, welche der 
vorgeschriebenen Bedingung quiriigcn. Dies ist klar, wenn die 27 Geraden 

sämmtlich rppü sind ; "ivir nehmen df slialb an, es gäbe Imaginäre Gerade, dia 
natiu'lich zu zwei und zwei imaginär tunjiiL^lr-rt sind. 

Zunächst seien a^, awei imaginär conjugierte Gerade, die in der- 
selben Ebene ^) liegen, die reell sein mnss, dann gehen durch vier andere 
imaginäre Ebenen und durch ihre Coigugierten. Zwei dieser conjugierten 
Ebenen, eine durch a^ und die andere dnrch genügen offenbar der Aufgabe. 
Denn die beiden Ebenen gemeinsame Gerade kann nicht ;uif der Fläche liegen, 
da andernfalls drei Gerade sich in flpmcelbin Puncte der Fläche schneiden 
müssten, der also für die Fläche ein Doppelpnnct wäre. 

Seien zweitens b^, zwei imaginäre conjugierte (irerade, die nicht in 
derselben Ebene liegen ; a^, ^41 % Geraden, welche dieselben 

schneiden, nnd die einen reellen Complex bilden. Es muss also unter den- 
selben eine ungerade Zahl reeller Geraden geben. Sind die fünf Geraden 
sämmtlich reell, so geht durch jede von ihnen wenigstens eine reelle Ebenem 
tmtcr diesen fünf Ebenen i.?t es nun immer möglich, zwei auszuwählen, welche 
der verlangten Beii.ngnng Genüge leisten, bei in der That «j^o^^^j die reelle 
Ebene durch wäre daau die Ebene ^^^c^ oder die Ebene <?^Ci0<^45 



1) On the dish ihnfton of mrfcMs 0/ the tkird ordw mto «peaes «fo. (Phi- 
losophical Transactions 18G3). 

2) Mau lese »t«ts dre»/ac^ Tmaeniiaitbew. 
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reell, so hätte man Bchon die baden gesuchten Ebenen. Wäre dagegen nur 
die Ebene «^^Cu durch reell, so mllsste die Gerade e^^^ da sie anfzwei 
reellen Ebenen läge, reell sdn. Also ist auch eine reelle Gerade und 
d.-iluM wäre die Ebene a^^^Cg^ reell. Somit würden die Ebenen 0^64 C|^,aj^d^«^ 

das verlangte Paar bilden. 

Gibt es unter den füni Geraden, die i,, und 5, schneidt ii. zwei ima;;inar 
eonjagierte so sind die Ebenen <^ib^t ^^^^ imaginär conjugiert und 

schneiden sich in einer Geraden, 'die nicht auf der Fläche liegt 

Wir schliessen daher, dasa jede reelle allgemeine Fläche dritter Ordnung 
mit Hilfe zweier Trieder gebildet werden kann, welche folgende drei Fälle 
darbieten. 

1. Die Trieder sind aus sechs reellen Ebenen gebildet; 2. das eine 
Trieder ist vollstäiuiis" rcen, vrährend das arnu'ie aus einer reellen Eltcne und 
zwei imaginär conjugiertea Ebenen besteht; o. Jedes iriedür besiut eine 
reelle Ebene und zwei imaginär conjngierte Ebenen. 

268. Ebsvbb Fall. Da die beiden Trieder von sechs reellen Ebenen 
gebildet werden, so schneiden sich diese in nenn reellen Geraden: 

*i » *2 » *» » 

Das reelle durch die drei Geraden d,, (3 bestimmte Hyperboloid schneidet 
die cubische Fläche in drei neuen Geraden a^,a^, i^^^)? entweder 
sämmtlich reell sind, oder die eine reell die beiden andern imaginär cocgu> 
giert. Wir unterscheiden beide Fälle. 

a) Die Geraden ^4,0^,0^ sind reell. Dann geben die Ebenen 

V4' Vs'Ms» 

V*» V5»*S*6 

nenn wettere reelle Gerade: 

*14»*'l»»*'jS * 
*»«»^«»*«« » 

und die Ebenen 

«««tl» "S*8S 
schneiden die Fläche in sechs neuen reellen Geraden: 

*4» V *s • 



Jn düsefii Fülle tat mcm also 27 redle Gerade, 
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ß) Es sei eine reelle Gerade und , imaginär coi^Q|^ert. Die 
redien Ebenen 

geben drei weitere reelle Gerade: 

und die reeüea Ebenen 

geben «wei andere reelle Gerade: 

% * h' 
Die imaginär conjugierten Ebenenpaare 

V4' V« 

geben die imaginär eonjngierten Geradenpaare: ' 

V*ie' 

Endlich geben die imaginär conjugierten Ebenenpaare 

awei andere Paare imaginär conjugierter Geraden: 

Man hat also 15 reelle Gerade und 15 reelle Ebenen: 3 reelle Ehntni durch 
jede reelle Gerade und 3 redle Gerade *» j^er recUm Ebene. Zwei imaginär 
CQi\jugierte Gmide schneiden eich nidit, 

269. ZwKiTKR Fall, Ein Trierler ist ToHsi^ndig reell, das zweite hat 
eine reelle Seitenfläche, die beiden andern sind iinaglniir corjngiert. Die 
Ebenen des ersten Trieders werden von der reellen Seitenfläche de» zweiten 
in drei reellea Geraden: 

p;cs( hnitteii, tind von den iinriiriii'ii en Seitenflächen desselben Trieders in drei 
imaginär conjugienen Geradenpaaiua: 
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Die im«giD'äi' conjugierten Hyperboloide, die durch die Geraden {b^, S^), 
^Xi^ny^d schneiden die cnbische Fläche in zwei Trxpdn 

imaginärer Geraden 

(»4» **5' **6^ » ^*14» *'l6^' 

die cn swei nnd zwei conjugiert sind. Dieselben bestimmen drei Ebenen 
«z^^j^, flj^Cig, a^,g. Wir unterscheiden swel Fälle, jenaclulem diese drei 
Ebenen sämmtlicb reell sind, oder nnr eine reell nnd die beiden andern ima- 
ginär conjugiert. 

a). Die drei Ebenen sind reell, und also cntlialt jüde von ibncn zwei 
conjugierte Geiäde: 



Die imaginär conjugierten Ebeiienpaare 



liefern die sechs conjugiert imaginären Geradenpaare; 







''25' 


"64 5 






«84- 













die in sechs reellen Ebenen liegen, von denen die drei ersten durch Cj,, die 
drei andßrn durcli ^ehcn. 

*S'o hfioen wir in dieäem Falle 3 reelle Gerade und 13 reelle Ebenen, von 
dmen eine die 3 redim Geradm mtJtäli. Die miderit gelten zu 4 wid 4 durch 
ebm dies« 3 Geraden, Zum imaginär eoi\fugiert6 Gerade Uegen etete in einer 
(reeUen) Ebene. 

fi)» Die sechs imaginären Geraden a^,»^, •••jC^^ &eien auf folgende Art 
conjugiert: 
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voraus folgt, dass die Ebene a^c^,^ reell ist, während ^t^ut^^^'u ^^^^i 
gin'ar conjiigierte Ebenen sind, iiiun geben die imaginlir coiyugierten Ebe- 
nenpaare 



V4» 




Vi' 





















die sechs imaginär conjugierten Gera(Ieni>aare: 



84» 

«4ö' 

Se' '^«i* 

von denen nur die beiden ersten ans Geraden, die sich setneiden, gebildet 
sind, indem sie so die reellen Ebenen e^e^^ t ^zih besttglich durch 

Dieser Füll bietet also 3 reelle G&rade und 7 rmie Ebenm. EtM dieser 
Ebenen enütält die 3 rceUm Geraden, die andern y^ien su 2 und 2 durch eben 
diese Geraden, Unter den imaginär con Jugicrtm Geraden gibt ee 6 conjugierte 
Öeradenpaare^ die eich echaadeUf und 6 andere conjugierte Gtradenpaare, 
die sich nicht schneiden. 

270. Dbitteb Fau,. Jedes der beidcu Tvieder besitzt eine reelle und 
zwei imaginär conjugierte Seitenflächen. Die reelle Ebene des ersten Trieders 
schneidet die Ebenen des sweiten Trieders in einer reellen Geraden: 

*i 

und zwei imaginär conjugiertea Goraden: 

Die roulie Ebene des zweiten Trieders trilt't, di(^ iuiiigin tven Seitenflächen 
des ei'sleu Trieders in zwei iinagiiiäi,' conjugierten Geraden; 

nnd die imaginären Ebenen beider Trieder treffen sich gegenseitig in zwei 
Paaren imaginär coi^f agierter Geraden : 

«1» «28* 

Hierbei treffen sich die Geraden desselben Paares nicht. 
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Das durch die Geraden b^^b^y bestimmte reelle Hyperboloid schnddet 
die cnbiscbe Flache in drei nenen Geraden a^yO^^a^ ^r die man zwei ver- 
echicdene Fälle sn nntersoheiden hat: 

a) Wenn die Geraden 

et, , a.^, 

alle di'oi reell sind, so geben die reellen Ebenen 

drei andere reelle Gerade: 

Die imaginär conjugicrten Ebenen 

V4» Vi» 

ha .ha j 

2 5 ' 3 5 » 

6 a < 6 II 
a «» a e 

dagegen liefern die drei imaginär conjogierten Geradexipaare: 

««»««»» 

UQd die imaginär coi\jttgierten Ebenen 

*X«15» *»«16* 

ergeben drei andere Paare imaginär coi\j«gierter Geraden: 

Man. erhält so 7 reelle Gerade und ö rmlk Ebmm, Dm» /i^/ Ebenen 
yeken durch eine Oerade; ea gibt 3, von denen jede 2 andere redle Geraden 
entMU, während Jede der 2 andern Ebenen 2 imaginär eonjttgierte Gerade 
enthält. Die imaginär etrajugierten Geraden 'der 8 andern Paare echneiden 
eich nkJit. 

ff) Wenn 



eine reelle Gerade und 



«4 



zwei imaginär coaiugierte Gerade sind, so gibt die reelle Ebene b^a^ eine 
dritte reelle Gerade: 



270-271] 



Clatt\fieaHon der euhuehen Flächen. 



217 



und die imagiaär coofugierteo Ebenen 

Vi' V* 

geben die vier Fear tmitguiar eonjngierte Geraden: 

^26' '^35* 

Die imaj^nKr coi^ugierteo Ebenen 

geben endlich die drei Paar imaginär conjugicrter Geraden: 

Man kommt somit auf einen schon betrachteten Fall aurUck (Zweiter FaU, fi). 

271. Wir können also PcliHessen, dass die allgemeive Fläche dritter Ord- 
nung nur fünf verschkdme Arten mlägsi wtt&r Berücksichtigung der Realität 
der 27 Geraden^ nämlich : 

1. Art: 27 reelle Oerade und 46 reelle Ebenen, 

2. Art: 15 „ „ 15 , 
5. Ärti 7^ „ „ f, 5 tt t 

4. Art: 3 „ tt tt » t 

5, Art: 8 „ » » 13 „ 

Man kann (Qr jede Art die Zahl der Doppelsechs verlangen, dia durch 
zwei r(»plle oder imssrinSr coniiip^icrto Bcchstnpel gebildet find. Mit Hilfe 
der Tabelle, die wir «,bf n (229 1 jie^^ebeii haben, findet man leicht Fglgieudes; 

Erste Art. — Alles ist reell. 

Zweite Art. — Es gibt 15 reelle Doppetsechs, von denen jedes Seehs- 
tapel reell ist und ans 4 reellen und 2 imaginär coi^ugierten Geraden ge> 
bildet wird. Es gibt ein anderes reelles Doppelseehs, dessen Sechstupel 
imaginär conjugiert sind. 

Drifte Art. — Es gibt 6 reelle Doppelsechs, von denen jedes Bechs- 
tupel reell ist und aus 2 reellen Geraden und 2 imaginär ooi\jugierten Ge- 
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radenpaaren besteht. Es existieren 2 andere reelle Doppelsechs, von denen 
jedes zwei ima^när conjugierte Sechstnpel besitzt. 

Vierte Art. ^ Es gibt nnr ein reelles Doppelsechs, das ans svel reellen 
Sechstupeln besteht. Jedes Sechstupcl enthält 3 Paar imaginär conjagierter 
Geraden. Ausserdem gibt es 3 reelle Doppelsechs, die ans imaginär con- 
jngterten Sechstupeln ansammengesetzt sind. 

Fünfte Art. — Es ffibt kein reelles Sechstupcl, sondern nur 12 reelle 
Doppels* ( , 'lio s anmtiich aus je zw«i imaginär co^jugiöi'tea SecLstupeln 
zusammengesetzt sind. 

272. Wir haben oben (23i) gesehen, dass eine cnbische Fläche im AU- 
gemtinen mit Hilfe dreier projectivischer Ebenennet^e erzeugt werden kann. 
Bei dieser Erzengungsweise leitet man die 27 Geraden aus den sechs Puncten 
Oj, 0^, (»n, 0^, 0,. ab, in denen eine Ebene E dmcli eine pcvr'ssc Raum- 
curve sechstti- < »rd;iu!isr gefi-oiTe;! wird. In der Xiiat entsprech-en die 27 Ge- 
raden (226) den äcciis Puncten : 

«1» H* •4' "5» » 

den sechs Kegelschnitten: 

SV**»*«* *iV4V«' *iV»Ve* "iVsVe» SVsV« 

und den fünfzehn Geraden: 

•A» •A» "i"«* V4» Vs» Ve»- *s*4» Vft* • 

Da der Complex der drei Netze als reell vorausgesetzt ist, ebenso wie 
die Ebene so ist das System der sechs Pnncte a^a^a^a^a^a^ ebenfalls reell, 
und man kann daher folgende Fälle unterscheiden: 

1. Wenn die Punete sämmtKcb reell sind» so sind sämmtlicbe 27 Ge- 
rade reell {Erste ArC;. 

2. Sind vier Puncte reell und die beiden andern imaginär conjujpert, 
80 erhält man 4-|-4 + 6-}"l ~ reelle Gerade , die andern sind imaginär 
und zwar trelfen sich je zwei conjugierte (ioiadu nicht {Zuleite Ar(), 

3. Sind zvrei Puncte reell und die beiden andern paarweise imaglaar 
coigngiert, so erhält man 34~S+l+2 = 7 reelle Gerade, 2 Paar imaginär 
eoiyu^^erte Gerade, die sich schneiden, und 8 Paar imaginär conjugierte 
Gerade, die sich nicht treffen (Dritte Art). 

4. Sind die sechs Puncte sämmtlich Imaginär und paarvdse conjngiert, 
so hat man 1 | 1 rl~3 reelle Ger«(ie: fi Pnar imaginär conji'jr'^'rte Ga- 
.rade, die sich schneiden ^ und 6 Paar imaginär coi\jugicrte (icrade, die sieb 
nicht treffen {Vierte Ar(). 

Et ist nicht mlSgUt^ die ßtnße Art mütdst dieeer ErtteugungmeUe eu er- 
halten. Dies entspringt auch aus der Bemerkung, dass bei der fOnften Art 
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kein reelle« Sechstnpel existiert ; während die Erzeu^og mittelst di'eier pro- 
jectivisoher Netse (deren Complex reell ist), uns auf ein Doppelsechs fuhrt, 
dessen Seclistupel (durch die Gerndt n gebildet, welche den sechs Puncten 
und den secbs Kegelschnitten entspretiben ) ni thwencligcrweise reell sind 

AVir wollen jetzt zu beweisen versuchen, dass, obgleich die Erj^euo^ung durch 
projectivische Netz© nur die vier ersten Arten ergibt, es eine and' ic Im zengungs- 
wcisc gibt, die geeignet ist, alle fönf Arten su liefern. Hierzu müssen wir 
aber vorher die möglichen Fälle discutieren, die bei dem Durchschnitt sweier 
Quadriflachen eintreten können, die sich in keinem Puncte berühren. 

273. Zwei FlSohen swetter Ordnung, die keinen Berfihrnngspunct haben, 

schneiden sich in einer Raunicurve vierter Ordnung, cTurcb welche vier Quadri- 
kegcl gehen. Die Scheitel dieser Kegel sind zugleich die Scheitel des fillen 
durch die £auwcurve gehenden Quadriflächon genieuiüiuneu coujugierten 
Tetraeders. Diese Flächen bilden ein Büschel, das heisst, durch einen belie* 
bigen Pnnct x des Bauroes und durch die Raumourve geht eine einzige 
Quadriflaohe. Die beiden geradlin^en Generatrixen dieser Fläche, die durch 
X gehen, sind die beiden Ge VI i welche man TomPanote X aus so stehen 
kann, 3r?s sie die Ctirve zv.-cimal sclintMen. 

Jeder Kegel der durch die ria'uiie n ve geht nnd seinen Scheitel in einem 
Puncte der Ourve bat, ist dritter Ordnung und t'oiglicii ist die Cetitralpro- 
jeotion der Baurocurve auf einer Ebene, wenn dem Auge auf der Oorre an- 
genommen ist, eine allgemeine Ourre dritter Ordnung. 

Aus den Eigenschaften dieser ebenen Perspectircurre kann man eine 
grosse Zahl von Eigenschaften der Ranmourve vierter Ordnung (und vom 
Geschlecht 1 (237)) herleiten. Z. B. : Durch einen beliebigen Punct der cubi- 
sehen Plancnrve kann man an dieselbe vier Tangeuten ziehen, deren Doppel- 

vprhnltniss con«tarit ist ! Dopyielverhältniss der cnhischen PIancurve>. Man kann 
folglich durch jede (Jeiatle, Ic lie a-if der Ruumcurve in zwei Puncten o, o' 
aufsteht, an dieselbe vier Tuugeiitiaiebeoeu legen. Ist o das Auge und man 
lässt 0' sich bewegen, so bleibt das Doppelverhältniss dieser vier Ebenen 
nnveränderlicb, und wird also auch nicht variieren, wenn »' fest ist nnd 0 
veränderlich. Das Verhältniss bleibt also auch dann dasselbe, wenn man 



1) Betrachtet man eine eubisohe FlSehe als gemischte Polarfl&che sweier 
Ebenea JET* in Bezug auf eine FundamenlalüHche derselben 0^dnun^'■ (l'^l), so 
Icommt man auf ein Doppcljirrlis, f!r-??en Ofrafleii ilcn Dure!i5fhnitten ilc-' gegebenen 
Ebenen mit avei Eaumcurven nechster Ordauag bezüglich eatsprcchcn. bind die 
gegebenen Ebenen imagiD&r eoiyugiert, so ist es ebenso mit den beiden Sechstapeln 
und iblglieh kOnnte es mOgHch scheinen, dass man auf diese Weise anch die fhnfke 
Art erhalten könnte. Diese Illusion verschwindet aber sogleich, wenn man beachtet, 
^ass tixa homologen Oeraden zweier Doppelsechp , <^.ic imagiriSr conjügicTt sind, 
Bich nicht schneiden^ während bei der l'ünlieu Art swei imaginär coujugiecte Gerade 
Stets in denelben Ebene liegen. 
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die Sehne oo' auf iigeiul welche Weise verrückt. Daraus folgt, dass, wenn 
das Auge die Baumcurve durchläuft, das DoppeIvei'hältms$ der cubischen 
Perspeetivcarre constant bleibt. Man kann dieser constanten Zahl den Kamen 
Di^pdperhiÜtni»» der Raumeurve geben. 

274. Man kann eine Raumeurre irierter Ordnung (Geschlecht 1) ab 
unvollständigen Durchschnitt einer Fläche S zweiter Ordnung und ( irf^s 
Kegels K dritter Ordnung ansehen, dessen Schpitel a ein Pimct von ist. 
Die beiden Generatrixen von S, die durch o geiitn, sclmeidün die Kaumcui ve 
nocfamal» uad gehören also auch dem £,egel K m -, üas heisst, sie bilden 
mit 0^ den ToUständigen Dnrchsclinitt der Orte 8 nnd K. Die Ebene dieser 
Qeneratrixen berührt in 0 und enthSIt also die Tangente t von in diesem 
Functe, eine Gerade, die ebenfalls eine Generatriz de» Kegels f ist. Die 
Osculationsebene von in 0 schneidet die Canre tu einem andern Functe 0*, 
also berührt diese Ebene den Kegel K längs t und schneidet ihn in der Ge- 
raden 00'. 

Liegt das Auge in 0, so ist die Centralprojection von eine cubische 
Curve (Basis des Kegels K). Es sei tv die Spnr von t anf der Zeichnnngs- 
ebene, dann sind die Tangenten der cubischen Plancnrrei die von w ausgehen, 
die Spuren der vier Tangentialebenen von die man durch t legen kann. 
Nun herühren diese Ebenen die Raumcurve in awei Pnncten, von denen einer 
0 ist, sie gehen also bezüglich dnrch die Scheitel der vier Qnadrikcgcl, auf 
denen liegt, da diese Kogel die vollständige Kriveloj pe der liitangential- 
ebeneu von bilden. Folglich haben mr den Satz: Das DoppdverhäUnüa 
voH vier Ebenen, wd<^e tn «Mi«m beKebigen Punete lernen und besügliiA 
durtA die Si^eäd der vier Quadrikegd gäun^ ui ghieh dem DoppelverhäU- 
niee der Samnourve nnd ist also eine constante Zahl. 

275. Umsrekehrt kann eine pegeb enecnhische Plancurve als Centralpro- 
jection einer Raumcnive vieiTer Ordimiig ((.!escl>leclit 1) iitigeseheii v.-erden, 
die durch den Augenpunct 0 geht, bei w ein beliebiger Funct der cubischen 
Flancurve, und es schneide eine durdi w gesogene Gerade die Cnrve in swei 
andern Pnncten »i,!»^, dann trifit der Kegel, dessen Scheitel der Pnnct a 
ist, und dessen Basis die cubische Plancurve darstellt, eine beliebig durch 
die Geraden inV|,oiVs gelegte Quadrifläche in einer Banmourve vierter Ord- 
nung, weldie in 0 von der Geraden am berührt wird. 

276. Sind die beiden Quadriflächen (2<3) reell, so kann ihr Durch- 
schnitt reell oder imaginär sein. Unter der ersten Voraussetsung, besteht 
er entweder in einem eineigen Zug (aus einem Sktick), oder er kann auch der 
Gomplex zweier ansammengehSriger Züge {Siüd:e) «ein, welche keinen Punet 
gemein haben, selbst nicht in unendlicher Entfem.uig. Wir mflssen diese 
drei Falle separat untersuchen. 
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277. Jsi düi* i>iachsclii.itt zweier Qaadriiiächeu eine monogrammisdie 
Gorve (das heimt mit einem 2ug}, so besteht ihre Ferspectivcurve (das Ange 
li^t immer in einem Functe der Ranmcorve) auch aus einem Zuge, da» 
heisst, sie bildet eine Schlangenlinie mit drei Wendcpuncten i). Man weiss 
nun nbcr das« eine solche cubische Plancurve ein ima^nSres DoppelverbaU- 
uias hat, das heisst mit andern Worten, durch einen belieblf^en Punct der 
cuhischen Cnrve kann man an uiesellju mir rei^lle T;iiigtnteii zii-!ien. 
Äko (274) ^ibt tiä unter den vier iHngentiaieiienen vun in einem belie' 
bigen ihrer Pnncte, die bezüglich durch die Scheitel der vier Qaadrikegel 
gehen (welche den Bflschel angehören, dessen Basis 0^ ist), nur zweivelle, 
das heisst, von den mer Kegeln eind nur eutei reeU, 

Ans der Eigenschaft der ouhischen Perspectivcurve nur zwei reelle Tan* 
genten von einem beliebigen ihrer Pnncte zaaulassen, folgt ausserdem, daee 

man durch jede auf in zwei reellen, vev^ohiedenen oder zii«!ammenfallenden 
J-'unclm aujateliende Geradt au diese tkirve zwei, nvd zwar mir swei rtelle 
TangenÜalebmen legen kann. lyach dcoi Ge&eUe der Cuntinuität besteht diese 
Eigenschaft auch noch fUr eine Gerade, die auf in ewei imaginär coigu* 
gierten Pnncten aufsteht. 

Bas coiyugierte Tetraeder hat zwei reelle Scheitel und folglich zwei 
reelle Seitenebenen. Jede reelle Ebene enthalt einen reellen Scheitel. Also 
schneidet jode reelle Seitenfläche in zwei reellen Punctcn, das heisst, sie 
sehneidet den Q'.^ailrikecel , de??sen Scheitel anf dieser Sfitenfliiclie Hegt in 
zwei Geraden, von denen eine den Sclmitt des andern Kegels in zwei reellen 
Puncten trifft. 

Die reellen Kegel zweiter Ordnung, die durch gehen, bilden die 
Grenze zwischen den windschiefen Flächen und den nicht geradlinigen Flächen 
des BfischeU, dessen }hi<h ist. Im vorliegenden Falle ist es leicht za 

sehen, da ?s Jede Qv.adr/jlöfhp des Büschels, vclchc durch einm Pnnet des 
Hauine^ am^erhalh oder innerhuib beider reeikr Kegd yeht, tcindticlui/ isif 
wäh-eHd die Quudrißä^Jief die dwrdi diim beliebigen Punct des Ilaumes inner- 
halb des einen Kegde und aueeerhalb dee andern ge/U, keine Regelfliidte iU, 

278. Der Dnrchschnitt C j sei jetzt eine f?//7ri^mm?V7(e Curve (das heisst, 
aus zwei Stücken). In diesem raJle ist die (.'ubi.sclie i'er.'spectivcurvc aus 
einem Oval und einer Schlangenlinie mit drei Wendcpuncten zuHammen- 
gesetzt. Es sei 10 auf der Zeichenebene die Spur der Geraden, welche 
im Augenpnncte o berQhrt (275), dann sind die von »r an die cubische Curve 
gezogenen Tangenten die Spuren der vier Ebenen, welche C4 in o berQhren 

') Wir betrachten die Stetigkeit der Curve durch den Durchgang dttreh das 
Unendliche nicht nnterbrochen. Eine typische Form dieser Oattang von cnbbchen 
Planearren ist Nbwtoh's paraiola pura (Emmeratio linearvm tertii erdini$). 

2) Giornale di Matematiche. T. 2." (Napoli 1864) p. 78. 

^) Wir wenden diese Benennung nach BiSbLAViiiS auch auf hyperbolische und 
parabobacho Formen an. Eine typische Form dieser Oattang ist NsWTO>*s parOf 
Ma eaatpem^ormie cum ostdi. 
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tmd bezüglich durch die Scheitel des conj agierten Tetraeders gehen (274). 
Nun und die vier Tangenten der eubtachen Curve« die von » ausgehen, aUe 
imaginär oder alte reell^ j'^ luu lidem dieser Puncst dem Oval oder der SchUngen« 

Knie ftngeliört; also sind die Scheitel des conjugierten Tetraeders (das heisst, 
die Scheitei der vier Qua'lrike'i^e! <iie c^nrch Cj ffehen"» samndlich ima^fmär- 
oder eämmtHch reell, jenadukni dm FerypecUvi/ild des Zuge» welchem 
das Auge gedacht wird, ein Oval oder eins Sch langenUnie ist. 

Es folgt daraus, dass, wenn die Gurve gegeben ist, da« Perspectiv' 
bild des Zuges, auf dem das Ange sich befindet, was auch der gewählte 
Zug ist, immer ein Oval oder immer eine Schlangenlinie ist. Wir haben 
also zwei Fälle zu unterscheiden jenachdem das eoigugterte Tetraeder voll- 
ständig reell oder vollständig imaginär ist. 

:ji J. Ist (las Tetiaeiiur i^anz iitittgiiiär, ist also a» ein Punct des Ovals, SO 
schneidet eine beliebige, durch den Fnnct des Auges gelegte Ebene die Curve 0^ 
in dro weitern Puncten (von denen zwei imaginär werden können), und ihre 
PerspectivbiJder gehören entweder säroratUch der Schlangenlinie an, oder 
einer gehört diesem Zweige an, und die beiden andern dem Oval. Trißt also ein« 
Ebene die C'vrrc in vier reclim rimcten, so geJiören drd dieser Puncfe ein und 
demselben Zuge an und dei- vierte dem andern Zuge,- trifft aber eine Ebene die Curve 
0^ nw in !!/Ufd reellen I*m<^m, so U&yt davon stet^ auf JeiMm ^ücke ein 
Punct, Daraus folgt, dass eine Tangentialebene in einem Puncte die Curve 
in zwei weitem Puncten schneidet, die auf verschiedenen Stficken liegen; 
dass eine Osculationsebene des einen StSckes das andere StQck schneidet, 
unrl ua^s lieine reelle Ebene existiert, welche die Curve in zwei Puncten 
berührt otlür dieselbe m vier sämmtlich imaginären oder sämmtlich zusammen* 
fallenden Puncten triflft. 

Weiter folgt aus dem eben für die cabische Ferspectivcurvc Bomei'kten, 
das» durch keine Gerade, welche av^ der Cfurve in *w«i (reellen oder imaginär 
coigugierten) Funden dese^en iSiäckea aufsteht, eine reelle Tangentialdm« 
geht, wäche nooh cmderswo die Ourve berührt, und dost durch Jede Oerade, 
die caxf beiden Stücken (entsteht, sieh immer vier reelle Tangentialebenen legen 
losem. 

Ist ein Tetraeder einer Quadrifläclic conjiigiert, so trifft jede Generatrix 
der Fläche, wenn sie eine Kante schneidet, auch die Gegeukaute, und folg« 
lieh enthält die Fläche die vier Geraden, in denen sich die vier Tangential- 
ebenen schneiden, welche man durch zwei Gegenkanten legen kann. Wenn 
das Tetraeder (wie wir jetzt voraussetzen wollen) aus zwei Paar imaginär 
conjugierten Ebenen besteht, so gibt es nichtsdestoweniger zwei reelle Gegen* 
ItHnten, von denen Jede der Durchschnitt zweier Tangentialebenen der Fläche 
ist. Diese Ebenen sind aber reell, denn sie müssen mit zwei Seitenebenen 
des Tetraeders, die imaginär co^jugierte Kbeueu &md, ein haiinouisches Sy- 
stem bilden. Folglich sind die vier Durchschnittsgeraden der beiden Paare 
von Tangentialebenen reell, und also die Fläche windschief. 
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Somit «md im gegenwärUgm JFhiUe a2U durch g^imäm Qucubi/Ulcbeiit 
toindsehief, das heisst, durch jeden Punct des Haumes kann man zwei reelle 
Geradelegen, w« khc uie Curve aweimal schneiden, und avai'.mindestena die 
eine in awei reellen ^uoeten. 

280. Wir setzen jetzt voraus, unsere digrammische. Ranmcurre ent> 
spreche einem völlig reellen conjugterten Tetraeder, das heisst, sie möge auf 
vier reellen Quadrikegeln liegen. Eine durch das Auge willkürlich gellte 

Ebene schneidet dann O4 in drei andern Puncten (zwei können imaginär 
■«Verden) und ihre Perspectivbilder fallen entweder alle drei auf diii PchlRngen- 
linic oder eines auf diesen Zweig, und die bfideri andern auf das Oval. 
Wenn diso eüi6 Ebme die Cwve in mar redleti Puncten scJmeidety so könmn die- 
selben tämmtHck ein md demselben Zweige angehörenf oder ewd dem einen %md 
moei dem andemj und wenn eme Ebene die Ourve nw in awei reellen JPunden trifft^ 
so gehören dieselben stets zu einem Zug, Daraus folgt, das« eine Oseulationa- 
ebene eines Zuges denselben Zug nochmals trifft. 

Aus der Betrachtttng der vier Tangentfii aor cul)ischen Perspectivcurve, 
die von einem ihrer Pnncte aiTS'jrhen, zieht man weiter df!3 Ro?nltat, d'iss 
man dwch Jßd^ Gerade, wdc/ie auf d&r Curve in zum (reellen oder imaginär 
coiyugierten) Pmi^ desselben 2!uges au/siehtt tner TmgeniiaMmm legen kann, 
von denen swei den emen 25ug mä moet den andern berühren, toährend durch 
eine Gerade, die auf beiden Zügen aufstehtf heine redle TangenHalebene hin- 
durthg^. 

Jede Ebene des conjugierten Tetraeders schneidet die Curre in vier 
Puncten, Scheitel eines vollständigen Vierecks, dessen Gec:cnseifen sich in 
drei reelle« Puncten (Scheitel des Tetraeders) trett'en. Diese vier Durch- 
schnittspuncte &iud dabei- alle reell oder aUe imagin&r. Wenn aber anderer« 
seits ein Trieder emem Qnadrikegel cocjugiert ist, so gibt es eine Fläche 
des Trieders, welche den Kegel nicht trifft; also etJmeiden stwei Seitenebenen 
des Tetrmäers die Curve 0^ in vier reellen Puneten und die beiden andern in 
vier imayinürm Puncten. 

Es ist leicht zu sehen, dass Jed^ Quadrifläche des Uüschels, des«rn Bn^is 

6^ ist, die dm'ch eine/i belüMgen Ptmd des Raumes (l<^^<^ijt isi, der innerhalb 

oder ausserhalb aäramtlicha- vier Äiyel sich beßtidcL , oder audt des Raumes, 

der innerhalb snoeier Kegel liegt, aber ausserhalb der beiden andern, eine RegeU 

flache isi; toährend jede Qmdr^äclte, welche durch einm Punct gelegt ist, der 

j inmwhalb . , . tr * j \ausserlialfj\ , , . , . 
1 . ..l Kegele und \ , , ... i der drei andern hegt, eme 

*atu»erhalbi ^ innerhalb ' 

nicht vmdecMrfe F/<v>;>/> (hirMdli. "Weiter kann man durch einen beliebigen 
Punct des Kautueä, oer innerhalb oder ausserhalb säuimtliuher vier Kegel 
liegt, zwei Gerade ziehen, die jede in zwei reellen oder imaginär coi^ugierten 
Puncten desselben Zuges der Curve aufsteht, während durch jeden Punct 
des Baumes, der innerhalb zweier Kegel liegt und ausserhalb der beiden 
andern, zwei Gerade gehen, die jede den einen und den andern Zug schneidet. 
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. 281. Wir oehmen ^dlich an, die Gnive sei imaginär. In diesem Falte 
uchneidet jede reelie Ebene diie Curve in vier imaginären Puncten, Scheiteln 

eines vollst;m(li«ren Vierecks, welches zwei reelle Seifen besitz', Tiähren'l (iie 
btideu auileni I';i;irft von (logciisciten mir den Duvchschnittspunct reell halfen. 
E» gibt also im Kaume eiue uabegrenzte Zal)l von Puncien, durch die man 
twei reelle Gerade uehen kann, weiche die Curve in strei (natürlich imaginär 
eonjagierten) Puncten treffen; und es ^bt auch eine unbegrenzte Zahl von 
Puncten, fCr welche diese Geraden imaginär conjngiert sind. Es gibt daher 
eine reelle Fläche, den Ort der Puncte, fUr welche dieselben zwei Geraden 
zusammenfallen. Dieser Ort ist im Allgemeinen (^iircli die vier Qnadrikegel 
gebildet, Avelciio durch gehen} in uugrcm Falle gibt es datier weQigsteus 
zwei reelle Kegel. 

Das coajugierte Tetraeder üt voüetändig redL In der That^ ist a der Scheitel 
eines reellen Kegels, so schneidet die Folarehene von a (in Bezug auf die Qaadri- 
flächen des Büschels von dem die Basis bildet) die Curve 0^ in einem 
imaginären Viereck, dessen Gegenseitenpaare drei reelle Durchschnittspuncte 

b, c, ö haben. Niai ist aher obcd gerade das eonjugierle Tetraeder. 

Beachtet man ferner, dass jede Seiteiieben,; de? Tetraeders einen der 
drei Kegel, deren Scheitel sie euthült, in zwei reelluii Geraden schneidet und 
jeden der beiden andern in zwei imaginär conjugierten Geraden, und dass 
von den drei in den Seheitel eines reellen Kegels zusammenlaufenden Ebenen 
nur zwei diesen Kegel in reellen Geraden schneiden können, so sieht man 
leicht, dass nur moei Kegel reell 9md\ die beiden andern, obwohl ihre Sd&eitel 
reell sind, sind imaginär. 

Die beiden reellen Kegel liegen völlig ausser einander, l'ie Flächen 
des Büschels, dessen Biwsis ist , tedcHie durch die I'uucia des Raumes^ der 
ccuseerhalb beider Kegel liegLy yelten, sind mndaddcj, dagegen gehen durch die 
innerhalb beider K^ Kegenden Pwnde nur nicht geradlinige Quadr\ßäehm, 
de» Büeehel», 

282. Somit (jlht CS drei verschiedene Arten der allgemeinen Baumcurve 
vierter Ordnung xmd vom Gt»chledde 1, nämlich: 

1. FaiL — Reelle monogramtmsche Curve: Das conjugierto Tetraeder 
besitzt zwei reelle Scheitel; es gibt zwei reelle Quadrikegel, die durch die 
Curve gehen. 

2. Fall. >- Reelle digrammi9<Ae Curve: Kein Scheitel des Tetraeders 

ist rocll; es existiert kein reeller Kegel. 

.7. Fall. — R(olle fh'rjmmmi&rhe Cnrve: Das Tetraeder hat alle vier 
Scheitel reell, welche auch vier reelie ivegel ergeben. 

Weiter liefert die Durchschnittscurve zweier reeller QuadrifläcKen, die 
Hoh in keinem Pnnete berühren, einen andern möglichen Fall: 

4. FaU. — Imaginäre Cnrve : Das Tetraeder hat alle vier Scheitel reell, 
aber es gibt nur zwei reelle Kegel. 
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283. Wir kr'hreii jetzt zu der allL^oin einen eubisehen Fläche zurück 
und bemerken nochmals, dass in allen lüut Arten, welche dieselbe darbiötea 
kann (271), es immer drei reelle Gerade gibt, die in derselben Ebene liegen. 
Diese Geraden seien a,2>,c. Die erste PoIarfliEohe des Durchschnittspnnctee 
0 von b nnd c ist eine windschiefe Quadrifläche, die nicht blos durch die 
Geraden b^c geht, sondern auch noch in einer Raumourve 0^ vierter 
Ordnimc: (^Teschlecbt 1) schneidet, Ort der Puncte, in denen F., von Geraden 
berührt wird, die von o ausgehen. Diese Raumcm vo iriir't jede der Geraden 
btC in zwei Pmicten, die offenbar di^enigcn sind, in welehen eine solche 
Gerade zwei Kegelschnitte auf der Flache berührt. 

Die Curve ist die Basis eines Büschels von QuadriflScfaen, die 
in Kegelschnitten schneiden, deren Ebenen durch die Gerade a gehen (255) : 
nho bilden diese Quadrifläcben uii«l di'i l^licncn durch a rwrei projcctiviscbe 
IJiisrln.I, dip znr Erzeiieutig der Fläche F^ heu itzt M'erden können. Wir 
weisen weiter daraut hin (255), dass die Min nun durch a die Folarebenen 
des JPonctes O in Besug aut' die ontsprechendcn Quadriflächen sind, dass al&o 
die cubisohe Fläche dnrch die Baumcurve und den Panot a vollständig 
bestimmt ist. 

Die andern 24 Geraden liegen au zwei und zwei in den 12 dreifachen 
Tangentialebenen, welche durch a, b, e gehen. Unter diesen sind die 4 Ebenen 

durch a durch die Srheite! der 4 Quadrikn^d be=!timmt, die durch 
gehen, die andern siinl (Iii- J^hiiu;-, welche man durch b und e so ziehen 
kann, dass sie anderswo berühren (223). 

Jetzt gilt es, den Beweis zu führen, dass man, wenn man die Curve 
und den Funct a zweckmässig wählt, alle fünf Arten der eubisehen Flächen 
mittelst dieser Erzeugungsw^se herleiten kann. 

284. FjS sd die. Chtr'vn r>y'1f, rfiarammisch ■>tnd Jif'!': auf ?•/>?• Qi/(>dr>- 
kegeln; der Punet o .""i anspsrhaib aüer Tv:r Keyel gt^aiiiU : la diesem Falle 
gehen durch o nicht btos zwei reelle Sehnen g von [,^^0), sondern die 
Polarebenen von o schneiden sich in einer Geraden a, welche jeden 
Kegel in reellen Pnncten schuldet. Daraus folgt, dass durch a vier 
reelle dreifache Tangentialebenen von gehen (die Polarebenen von o in 
Bezug auf die vier Kegel), von denen jede ausser a noch zwei reelle Gerade 
enthält. Mnn kann noch hinzufiigen, dass (SBlf) jede der Gor ulcn h,/> ein 
und deiiselbor, Zug von C, in zwei freellen odei- imagiiraren : Puncteii schncid^jt, 
dass man also dui'ch jede dieser Ueruden vier Tangentialebenen an die iiaurii- 
carve l^n kann, die daher für F^ dreifach sind. Das ist aber ansschliess* 
liehe Eigenschaft der ersten Art der eubisehen Flächen (268), und also ent- 
halt jede von diesen acht dreifachen Tangentialebenen durch ^ oder durch 
c zwei neue reelle Gerade* Die eraeugte Flädie hat eomii 27 reelle Gerade. 

Umgekehrt kann man beweisen, dass die ftir c, nnd für den Punct o 
ann;urijniuK'ne Lage nothwendig ist, damit die erzeugte Flüche von der 
ersten Art sei. 

OmnnrA, OberflSdi«». 1^ 
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285. l»t die Cktrve wieder rfc^^, di^prammhch und (luf vier reellen Qxio.- 
dnkegeln gelegen, aber fZo* Funct a Hegt innerhalb sünuaUicher vier Kegel, so 
habeo wir noch vier reelle dreiüaohe Tangentialebenen durch jede der Ge- 
raden OfbfC (280). Da aber in diesem Falle die Qerade a (Dnrehscbmtto- 
gerade der Folarabenen Ton 0) Tollatandig aasserhalb sämmtlicher Kegel 
liegt, so folgt, (lass jede von den vier Ebenen durch diese Gerade, da sie 
deu entspit eilenden Kegel nicht in reellen Geraden trilft, in zwei imagi 
iiiir cunjngicrten Geraden schneidet. Dieses EesnUat ist eine aiiaschliessiiche 
Eigenschaft der iunfteu Art (2C9), es enthält &\so jede von den acht Ebenen 
darch i und e ebenfalls dn imaginär eonjugiertea Geradenpaar. Die erzm^e 
Fläche enthält somit drei reell« Gerade md autölf Paar imaginär cim^tgierte 
Qerade^ die eich echneidein, 

Urrjcckchrt kann man beweisen, dass man zur Krzeugong einer cubischen 
Fläcliß iler li'mften Art die Ciirve 0^ nnd den Punct 0 auf die eben ausein- 
aaderge»etzto Weise wählen mus«. 

286. Die Cktrve 0^ sei toieder reell, digrmmdefJt, md Hege aiuf vier 
reellen Kegeln; der Pwict 0 <ä>er sei mnerhalb zweier Kegd und auaserkalb 
der beiden andern angenommen; dann trifft die Gerade a nnr die beiden letz- 
ten Kegel in swei reellen Puncten und jede der beiden Geraden b,e steht 

auf beiden Zügen von auf. Daraus folgt (2S0), dass ämeh a vier reelle drel- 
faeiiti 'J'f'.nL^entiaWJK'rieu ü'f-hcii. von duntn mu' zwei die FIücIk: in üwei andern 
reellen Geraden gehneiden ; durch b und c aber gciit keine einzige reelle 
dreifache Tangentialebenet Dies ist dne ausschliessliehe Eigenschaft der 
dritten Art. Die erzeugte ITäche hat also siehen reelle Gerade, awd Paar im»' 
ginär eonjugierte Gerade, die sich sehneiden, tmd acht Paar imaginär coiyu- 
gierte Gerade, die suA mtAt schneiden. 

F.s gibt noch zwei andere Weisen die cubfsche Flache dritter Art zu 
erhalicn: 1, Wenn reefh digi'ammisch und ohne reellen Quadrik(>gel i$t: 
0 ist in diesem Falk vöUig wülkürlidif 2. Wenn imwjinär üt md der 
Pmet o aueserhalh der beiden realen Kegd U^. 

267. Es sei eme reeUe monogrammiselu Curve, md der Pund o liege 
ausserhalb der leiden reellen Quadrikegel, tvelehe durch die Curve gehen: in 
diesem Falle gibt es (277) zwei reelle Ebenen durch n, von denen jede xwei 
andere reelle Gerade enthält ; ebenso gibt es durch jede der Geraden J, c 
zwei reelk Ebenen. Das ist eine ausschlicssiiche Eigenschaft der zweiten 
Art, und es folgt also, das« jede von den vier reellen Ebenen durch b oder 
durch c die Flache J^^ in awei andern reellen Geraden schneidet. Di« er- 
zeug FläiAe hat also ßh^itehn reell« Gerade md sechs Paar ime^inär eon- 
jttgierte Gerade, dU sich nuM «(^neiden. 

Umgekehrt kann man beweisen , dass die fiir nnd den Punct ff ge- 
troöene Wahl nothwendig ist, um eine cnbisobe Fläche zweitei' Art stt «r- 
haiten. 
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288. Endlich neliinc iimii an, sei die Cnrv^ reeU vnd monog^ra- 
misch, und d-f.r ranxt o liege innei-haW beider redler Kegel, In diesem Falle 
gehen (277) durch jede der Geraden a, 6, c nur svei reelle Ebenen, und 
jede von diesen beiden Ebenen durch a enthalt zwei xmaginSr coigng^erte 
Gerade. Wir treffen hier also au/ die vierte Art, und folglich liefert auch 
jede reelle Ebene rhiroh h oder c zwei imaginär conjugierte Gerade. Die 
erzettffte Tlikl-c hat aho Jni -ncUfi Oeradf^, frech» Paar imaginär conjugierte 
Gerade, die. .sich schneiden f imd sechs Paar imaginäi' co^u^parte Gerade^ die 
sü^ nicht schneidm. 

Und umgekehrt, will man eine cubiscbe Fläche vierter Art erhalten, bo 
mu88 man die Cnrve und den Punct 9 in der Art auswählen, die wir 
soeben anseinandergesetst haben. 

28y. Iii dpin Vorhergehenden ift überall vorans£reset!^t , dscs man als 
Grundlage der Ojieratiunen eiiK: dreifache 'I^irit^ontialebcne mit drei reellen 
Geraden ausgewähit iiabe, und wir iiaben dann gezeigt^ das^ *^ sodann mög- 
lich igt, alle fBt^ Arten der allgemeinen cubiechen Fläche sm erzeugen. 

Wollte man aber von einer reellen dreifachen Tangentialebene ausgehen, 
die nur eine reelle Gerade « enthält und zwei imaginär conjugierte Gerade 
hfC, so wäre es nicht mehr möglich, die erste und zweite Art zu erhalten, 
denn diese Arten iHsseii kein Paar imaginärer Gfi;.den zu, die sich schneiden. 
Dagegen kann man die drei andern Arten, wie folgt, Cünstruieren : 

Die dritte Art: ist reell und digramnisch mit vier reeüm Kegdn\ 
der Fkmet a Hegt aueserhalb dreier Kegel aber innerhalb de» vierten} 

Die vierte Art: t«^ reeU md tnottogramatMck und der Punet « Hegt 
wnerhalb des einen der beiden Kegel und aiueeerha^ des andern} endlich 

Die fünfte Art: iet reeü und ^Sgrammiseh mit vier reeOen Kegeln; 
der Ptmct o liegt innerhalb dreier Kegel und amserhaJh rks mfirl&n ; man er- 
hält Hie auch, '»nenn c., imagmöa' i»^ und a mmarhalö des einen reellen Kegei* 
liegt uttd ausseihalh des andern. 
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ZÜSAT2J ZU NO. 214. 

Von den beiden oubiscben Curven, welche der HesaianA und zw^ oon- 
jogierten Ebenen der Involution gemeinschaftlich sind , Gnthält die eine die 
Puncte c,3>* und die «n^lore flip Ptincte c'. ^ (208); folglich sind <lle hriden 
cuhi?chf'n Curven ejitsiircclu iHin Cnrven (1*!8). Dem ebenen Schiiilüe, der 
aus der ersten eubischen Curve und der Geraden p beeteht, entspricht (199) 
das durch die andere cubische Curve und die drei Geraden 2}^,jipP^ die im 
Puncto p zusammenlauien, gebildete System. Folglich: 

Die cuhischm Chtrven, die jnan aus der Heatiana müteUt Ebenen «cftnsuM, 
welche durch die Oerade p . /' ^ ' , emd xu swei und xad carreapondiermde 
Cunf^i. Zmtn. i^nf^prerhcndr cahische. Curven werden vom Pv/ifffi p aus mittelst 
deeseUfen Kemels genehm , der /olgücJi die ffonisehte cuhischc I'olmßäehe der 
JSbenen beUhr Cwvm üt. 

Ist die schneidende Ebene eine der Doppelebenen der Involution, so 
entspricht die cabische Cnrve, welche dann als Durchschnitt mit der Hessi- 
ana resultiert, sich selbst; das heisst, ihre Puncte c, c* sind sn swei und zwei 
entsprechend. Offenbar ist diese Curve die Hessiana der cubischen Curve, 
längs deren die nämliche Rbcno die Fttndamentalfiächo schneidet. Die Polar- 
ebene von f berülirr die Hessiana in c' (183) und geht t'ulglieli diuch pi 
also liegen (6) alle Putictc c auf der ersten Folarfläclie von f. Daraus 
sohliesst man, dass die erste PoIarflSche von p aus den Doppelebenen der 
Involution «usammengesetat ist, von denen in No. 214 gesprodien wurde. 

Wir fugen noch hinzu, dass sämmtliche gemeine und gemischte cubisohe 
Polarfl'ächcft der durch p gehenden Ebenen in p einen Doppelpunct und avisser- 
dcm drei andrrß Doppplpmictc besitzen, die in ein und dei'selbcn Ebene durch 
p und bezuglich auf den Geraden Pi,2>2,P^ liegen. Eine solche Fläche geht 
in einen Kegel fiber, wenn sie sich auf zwei conjugierte Ebenen der oben- 
genannten Involution bezieht 
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